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Vectores y escalares 


1.1 INTRODUCCIÓN 


Los elementos fundamentales del análisis vectorial son los vectores y los escalares. Usaremos la notación R para 
denotar la recta numérica que se asocia con el conjunto de números reales, R? para denotar el plano cartesiano y R? 
para el espacio ordinario en tres dimensiones. 


Vectores 


Hay cantidades en física y otras ciencias que se caracterizan por tener magnitud y dirección, tales como el despla- 
zamiento, velocidad, fuerza y aceleración. Para describir dichas cantidades definimos el concepto de vector como el 
segmento de recta PO que va de un punto P a otro punto Q. Aquí se llama a P el punto inicial u origen de PO y Q se 
denomina punto terminal, fin o término del vector. 

- Denotaremos los vectores con | letras escritas en negritas, o con letras con una flecha sobre ellas. Así, el vector 
PQ puede denotarse con A o con A, como en la figura 1-1a). La magnitud o longitud del vector se denota con РО 
Al, [А] o A. 

Se aplica lo siguiente: 





> 








^ 


d) Dos vectores A y B son iguales si tienen la misma magnitud y dirección, sin que importe su punto inicial. Así, en la 
figura 1-1a), A — B. 

b) Un vector que tenga dirección opuesta a la de otro vector dado, A, pero con la misma magnitud, se denota por medio 
de —A [vea la figura 1-15)] y se denomina negativo de A. 


Figura 1-1 


Escalares 


Otras cantidades de la física y de las ciencias se caracterizan por tener sólo magnitud, por ejemplo, la masa, la lon- 
gitud y la temperatura. Es frecuente llamar escalares a dichas cantidades para diferenciarlas de los vectores. Sin 
embargo, debe recalcarse que aparte de tener unidades tales como pies, grados, etc., los escalares no son más que 
números reales. Por eso es posible denotarlos con letras comunes. Los números reales O y 1 también forman parte 
del conjunto de escalares. 


CAPÍTULO 1 VECTORES Y ESCALARES 


1.2 ÁLGEBRA VECTORIAL 


Hay dos operaciones básicas con vectores: a) suma de vectores; b) multiplicación por un escalar. 


a) Suma de vectores 


Considere los vectores A y B que se ilustran en la figura 1-2a). La suma o resultante de A y B es el vector C que se 
forma cuando se coloca el punto inicial de B en el punto terminal de A, para luego unir el punto inicial de A con el 
punto terminal de B, como se ilustra en la figura 1-2b). La suma C se escribe C — A + B. Esta definición es equiva- 
lente a la ley del paralelogramo para la suma de vectores, como se observa en la figura 1-2c). 








C=A+B 





a) b) с) 
Figura 1-2 


La extensión a sumas de más de dos vectores es inmediata. Por ejemplo, considere los vectores A, B, C y D de 
la figura 1-3a). En la figura 1-3b) se ilustra la forma de obtener la suma o resultante E de los vectores A, B, C y D, 
es decir, al conectar el final de cada vector con el principio del siguiente. 


E=A+B+C+D 





a) b) 
Figura 1-3 


La diferencia de los vectores A y B se denota con A — B, es aquel vector C que al ser sumado a B da como 
resultado el vector A. De manera equivalente, A — B puede definirse como A + (— B). 

Si A — B, entonces A — B se define como el vector nulo o cero y se representa con el símbolo 0 o 0. Tiene 
magnitud igual a cero y su dirección no está definida. Un vector que no sea nulo es un vector propio. Supondremos 
que todos los vectores son propios a menos que se especifique otro caso. 


b) Multiplicación por un escalar 


La multiplicación de un vector А por un escalar m produce un vector mA con magnitud im] veces la magnitud de A 
y la dirección de mA está en la misma de A o es opuesta a ella, según sea m positivo o negativo. Si m = 0, entonces 
тА = 0, que es el vector nulo. 
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Leyes del álgebra vectorial 


El teorema siguiente es válido: 


TEOREMA 1.1: Suponga que A, B y C son vectores y m y n son escalares. Entonces se cumplen las siguien- 
tes leyes: 

[Ai] (A+B)+C=(A+B) +C Ley asociativa para la suma 
[A2] Existe un vector cero, 0, tal que para todo 

vector А, 

A+0=0+A=A Existencia del elemento cero 
[Аз] Para todo vector A, existe un vector — А 

tal que 

А + (—А) = (-А) +А = 0 Existencia de los negativos 
[Ay] A+B=B+A Ley conmutativa para la suma 
[Mi] m(A + B) = тА + mB Ley distributiva 
[М] (m t n)A = тА + nA Ley distributiva 
[M3] m(nA) = (mn)A Ley asociativa 
[M4] ЦА)-А Multiplicación por la unidad 


Las ocho leyes anteriores son los axiomas que definen una estructura abstracta llamada espacio vectorial. 
Dichas leyes se agrupan en dos conjuntos, indicados por sus leyendas. Las primeras cuatro leyes se refieren a la 
suma de vectores. Con ellas es posible demostrar las propiedades siguientes de la suma de vectores. 


a) Cualquier suma A, + A» + --- + A, de vectores no requiere de paréntesis y no depende del orden de los sumandos. 
b) El vector cero, 0, es único y el negativo, —A, de un vector А es único. 
c) (Ley de cancelación). Si A + € = B + С, entonces А = B. 


Las cuatro leyes restantes se refieren a la multiplicación por un escalar. Con su empleo se demuestran las pro- 
piedades siguientes. 


PROPOSICIÓN 1.2: a) Para cualquier escalar m y el vector cero, 0, se cumple que m0 = 0. 
b) Para cualquier vector A y el escalar 0, se cumple que OA = 0. 
с) Si тА = 0, entonces m = 00 A = 0. 
d) Para cualquier vector A y un escalar m, se cumple que (—m)A = m(—A) = —(mA). 





1.3 VECTORES UNITARIOS 


Los vectores unitarios son aquellos que tienen una longitud igual a uno. Suponga que A es un vector cualquiera con 
longitud lA] > 0. Entonces A/ |A] es un vector unitario, denotado por a, que tiene la misma dirección que A. Asimismo, 
cualquier vector A puede representarse con un vector unitario a en la dirección de A multiplicado por la magnitud 
de A. Es decir, А = Ай. 


EJEMPLO 1.1 Suponga que |А| = 3. Entonces а = |А|/3 es un vector unitario en la dirección de A. También se cumple 
que A = 3a. 


1.4 LOS VECTORES UNITARIOS RECTANGULARES: i, j, k 


Un conjunto importante de vectores unitarios, denotados por i, j y k, son aquellos que tienen las direcciones de los 
ejes x, y y z, respectivamente, de un sistema de coordenadas rectangulares de tres dimensiones. [Vea la figura 1-4a).] 

El sistema de coordenadas que se ilustra en la figura 1-4a), que será el que usemos a menos que se especifique 
otro caso, se denomina sistema de coordenadas de la mano derecha. El sistema se caracteriza por la siguiente pro- 
piedad: si doblamos los dedos de la mano derecha con un giro de 90? a partir del eje positivo de las x y hacia el eje y 
positivo, entonces el pulgar apuntará en la dirección del eje positivo de las z. 
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En general, suponga que los vectores A, B y C, distintos de cero, tienen el mismo punto inicial y no están con- 
tenidos en el mismo plano. Entonces, se dice que A, B y C forman un sistema de mano derecha o sistema diestro, 
como un tornillo con rosca derecha que gira en un ángulo menor que 180? de A a B y avanza en la dirección de 
C, como se ilustra en la figura 1-4b). 








b) c) 


Figura 1-4 


Componentes de un vector 


Cualquier vector A en tres dimensiones puede representarse con su punto inicial en el origen O = (0, 0, 0) y su punto 
final en otro punto distinto, digamos (А, A», Аз). Entonces, los vectores Aji, A»j y Ask se llaman vectores componen- 
tes de A en las direcciones x, y y z, y los escalares Aj, A» y Аз se denominan componentes de A en las direcciones х, 
y y z, respectivamente. [(Vea la figura 1-4c).] 

La suma de Aji, Ај y Ask es el vector A, por lo que puede escribirse lo siguiente: 


A — Aji + Ас) T Ask 


ГАГ = J AT +45 + A3 


Considere un punto P(x, y, z) en el espacio. El vector r que parte del origen O hacia el punto P se llama vector 
de posición (o radio vector). Entonces, podemos escribir r como sigue: 


La magnitud de A es: 


r= хі + yj + zk 


Su magnitud es: || = Y2 + y? + 2. 


Se cumple la siguiente proposición. 
PROPOSICIÓN 1.3: Suponga que A = Aji + Ар) + Ask y B = Bj + Bj + B3k. Entonces, 


i) A+B = (Ai + By)i + (А> + B5)j + (Аз + B3)k 
ii) тА = m(Aji + Ал} + Ask) = (mA Ji + (mA2)j + (mA3)k 





EJEMPLO 1.2 Suponga que A = 3i + 5j — 2k y B = 4i — 8j + 7k. 
a) Para encontrar A + B, se suman las componentes respectivas y se obtiene A + B — 7i — 3j + 5k 
b) Afindecalcular 3A — 2B, primero se multiplica por los escalares y después se suma: 


ЗА — 2B = (9i + 15j — 6k) + (—8i + 16j — 14k) = i + 31j — 20k 








c) Para calcular |A| у |B], se extrae la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados de las componentes: 


lA] = V9 +25 +4 = V38 y [В| = V16 + 64 + 49 = V129 
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1.5 DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL 


Suponga que se dan los vectores А |, A? ..., A, y los escalares aj, a», ..., an. Entonces podemos multiplicar los vecto- 
res por los escalares correspondientes y luego sumar los productos correspondientes para formar el vector 
B = aA; +00A>+--:+a,A, 


Dicho vector B se denomina combinación lineal de los vectores A, A», ..., Ay. 
Se aplica la definición siguiente: 


DEFINICIÓN Los vectores А |, A», ..., A, son linealmente dependientes si existen escalares ар, a», ..., an, 
distintos de cero, tales que 


аА + аА Fc 84,4, = 0 
En caso contrario, los vectores son linealmente independientes. 


La definición anterior puede replantearse como sigue. Considere la ecuación vectorial 


XA + XA2 d: X4,A,4 = 0 


donde х], Хо, ..., x, son escalares desconocidos. Esta ecuación siempre tiene la solución cero: ху = 0, x» = 0, ..., 
Xn = 0. Si ésta es la única solución, los vectores son linealmente independientes. Si hay una solución con algún valor 
Xj * 0, entonces los vectores son linealmente dependientes. 

Suponga que À no es el vector nulo. Entonces A, en sí mismo, es linealmente independiente, ya que 


mA = Оу А = 0, implica que m = 0 
Se cumple la proposición siguiente. 


PROPOSICIÓN 1.4: Dos o más vectores son linealmente dependientes si y sólo si uno de ellos es una combina- 
ción lineal de los otros. 


COROLARIO 1.5: Los vectores A y B son linealmente dependientes si y sólo si uno es múltiplo del otro. 


EJEMPLO 1.3 

a) Los vectores unitarios i, j y k, son linealmente independientes, ya que ninguno de ellos es una combinación lineal de 
los otros dos. 

b) Suponga que аА + bB + cC = a'A + b'B + c'C, donde A, B y С son linealmente independientes. Entonces a = a”, 
b=b',c=<c!. 


1.6 CAMPO ESCALAR 


Suponga que a cada punto (x, y, z) de una región D en el espacio le corresponde un número (escalar) ф(х, у, z). En- 
tonces $ se denomina función escalar de posición, y decimos que se ha definido un campo escalar ф sobre D. 


EJEMPLO 1.4 

a) La temperatura en cualquier punto dentro o sobre la superficie de la Tierra en un momento determinado, define un 
campo escalar. 

b) La función ф(х, y, z) = xy — 22 define un campo escalar. Considere el punto PQ, 3, 1). Entonces 


ФР) = 83) — 1 = 23. 


Un campo escalar ф que es independiente del tiempo se llama campo escalar estacionario o de estado estable. 


1.7 CAMPO VECTORIAL 


Suponga que a cada punto (x, y, z) de una región D en el espacio, le corresponde un vector V(x, y, z). Entonces V se 
llama función vectorial de posición, y decimos que se ha definido un campo vectorial V sobre D. 
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EJEMPLO 1.5 

a) Suponga que se conoce la velocidad que tiene en un momento dado cualquier punto dentro de un fluido en movimien- 
to. Entonces, se ha definido un campo vectorial. 

b) La función V(x, у, z) = xyi — 2yzj + х2ск define un campo vectorial. Considere el punto P(2, 3, 1). Entonces, 
V(P) 7 18i — 6j + 4k. 


Un campo vectorial V que sea independiente del tiempo se llama campo vectorial estacionario o de estado estable. 
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Sea V = R”, donde R” consiste en todas las sucesiones de n elementos u = (a1, a», ..., an) de números reales llamados 

componentes de u. Se usa el término vector para los elementos de V y los denotamos con el uso de las letras u, v y 

w, con o sin subíndice. A los números reales los llamamos escalares y los denotamos con letras distintas de u, v o w. 
Definimos dos operaciones sobre V = R": 


a) Suma de vectores 


Dados los vectores u = (а, a», ..., an) y у = (bi, b», ..., bn) en V, se define la suma vectorial u + v como sigue: 


u +v = (ai + bi, a2 +b>,..., a, + bn) 
Es decir, se suman las componentes que corresponden a los vectores. 


b) Multiplicación por un escalar 


Dado un vector u = (а, a», ..., a,) y un escalar k en R, se define el producto por un escalar ku así: 
ku = (ka¡, ka», ..., kan) 


Es decir, se multiplica cada componente de u por el escalar k. 


PROPOSICIÓN 1.6: V = К” satisface los ocho axiomas de un espacio vectorial que se listan en el teorema 1.1. 


PROBLEMAS RESUELTOS 





1.1. Diga cuáles de los siguientes son escalares y cuáles son vectores: 
a) calor específico, Б) momento, c)distancia, d)rapidez, е) intensidad de campo magnético 
Solución 
а) escalar, ЁБ) vector, c)escalar, d)escalar, е) vector 


1.2.  Represente en forma gráfica: a) una fuerza de 10 lb con dirección 30? al noreste, 
b) una fuerza de 15 Ib con dirección 30? al este del norte. 


Solución 


Al elegir la unidad de magnitud que se muestra, los vectores requeridos son los indicados en la figura 1-5. 


N N 


l 
Unidad = 5 lb 


ls № 


Si 














a) b) 
Figura 1-5 


1.3. 


1.4. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Un automóvil viaja 3 millas hacia el norte, luego 5 millas hacia el noreste. Represente estos desplazamientos 
en forma gráfica y determine el desplazamiento resultante: a) en forma gráfica y b) analíticamente. 


Solución 


La figura 1-6 presenta los desplazamientos requeridos. 

El vector OP o A representa el desplazamiento de 3 millas hacia el norte. 

El vector PQ o B representa el desplazamiento de 5 millas hacia el noreste. 

El vector OQ o C representa el desplazamiento resultante o suma de vectores A y B, es decir C — A + B. Ésta es 

la ley del triángulo para la suma de vectores. 

El vector resultante OQ también puede obtenerse con la construcción de la diagonal del paralelogramo OPOR 
que tiene como lados a los vectores OP — A y a OR (igual al vector PQ o B). Es la ley del paralelogramo para la 
suma de vectores. 

a) Determinación gráfica de la resultante. Trace la unidad de 1 milla para el vector OQ a fin de encontrar la 
magnitud de 7.4 millas (aproximadamente). Con un transportador se lee el ángulo EOQ = 61.5?, aproximada- 
mente. Entonces, el vector OQ tiene una magnitud de 7.4 millas y dirección 61.5? hacia el noreste. 

b) Determinación analítica de la resultante. Del triángulo OPQ, con la notación A, B y C para las magnitudes 
de A, B y C, obtenemos lo siguiente, por la ley de los cosenos: 


C? = A? + B? — 2AB cos / ОРО = 3? + 5? — 2(3)(5) cos 135° = 34 + 1542 = 55.21 


УС = 743 (aproximadamente). 


A = C 
senZOQP . senZ ОРО’ 


AsenZOPQ _ 3(0.707) 


C 7.43 
Así, el vector OQ tiene una magnitud de 7.43 millas y dirección (45? + 16°35') = 61?35' hacia el noreste. 


Por la ley de los senos, 





Entonces, 


senZ ООР = 





= 0.2855 y / ООР = 16235”, 


М 











Unidad = 5 pies 











Unidad = 1 milla 


Figura 1-6 Figura 1-7 


Encuentre la suma (resultante) de los desplazamientos siguientes: 


A: 10 pies al noroeste, B: 20 pies, 30? al noreste, C: 35 pies hacia el sur. 


Solución 


La figura 1-7 muestra la resultante obtenida como sigue (donde una unidad de longitud es igual a 5 pies). 
Sea que A comience en el origen. En el punto terminal de A se coloca el punto inicial de B. En el punto termi- 
nal de B se sitúa el punto inicial de C. La resultante D se forma al unir el punto inicial de A con el punto terminal 


1.5. 


1.6. 


1.7. 


CAPÍTULO 1 VECTORES Y ESCALARES 


de C, es decir D = A + B + C. En forma gráfica, la resultante D se mide y resulta tener una magnitud de 4.1 unida- 
des — 20.5 pies con dirección 60? al sureste. 


Demuestre que la adición de vectores es conmutativa, es decir, que A + B = B + A (teorema 1.1[Ag]). 


Solución 
Como se aprecia en la figura 1-8, 

ОР + РО = OQ, obienA + B = C, y OR + КО = OQ,obienB +A = C 
Por tanto, A + B = B + A. 


B 








Figura 1-8 Figura 1-9 


Demuestre que la adición de vectores es asociativa, es decir, A + (В + C) = (A + B) + C (teorema 1.1[A;]). 


Solución 
Como se indica en la figura 1-9, 

ОР + РО = 00 = (А + В) у РО + OR = РК = (В + С) 

ОР + РК = ОК= ОоА + (В + С = р y OQ+OR=O0R=DO(A+B)+C=D 
Así, A + (В + С) (A + B) + C. 


Las fuerzas Е}, Ёл, ..., Ес actúan sobre un objeto Р, como se ilustra en la figura 1-10a). Calcule la fuerza que 
se necesita para impedir que P se mueva. 


Solución 


Como el orden de la suma de vectores es irrelevante, podemos comenzar con cualquier vector, digamos Е). A F; 

hay que sumarle F5, luego F; y así sucesivamente, como se ilustra en la figura 1-10b). El vector que se dibuje a 

partir del punto inicial de F1 hasta el punto terminal de Ес es la resultante R, es decir, R = F; + Е, + --- + Ес, 
La fuerza necesaria para impedir que P se mueva es —R, que a veces recibe el nombre de equilibrante. 





Figura 1-10 


1.8. 


1.9. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Dados los vectores A, B y C en la figura 1-11a), construya A — B + 2C. 


Solución 


Se comienza con A, se suma —B y después se suma 2C, como se observa en la figura 1-115). La resultante es 
A — B + 2C. 





a) b) 
Figura 1-11 


Dados dos vectores no colineales a y b, como los que aparecen en la figura 1-12, encuentre una expresión 
para cualquier vector r que esté en el plano que determinan a y b. 


Solución 


Los vectores no colineales son aquellos que no son paralelos a la misma línea. De ahí que cuando sus puntos ini- 
ciales coinciden, determinan un plano. Sea r cualquier vector contenido en el plano de a y b y cuyo punto inicial 
coincide con los puntos iniciales de a y b en O. A partir del punto terminal R de r, se construyen líneas paralelas a 
los vectores a y b para completar el paralelogramo ODRC por extensión de las líneas de acción de a y b, si fuera 
necesario. De la figura 1-12, 


OD = x(OA) = xa, donde x es un escalar 
OC = y(OB) = yb, donde y es un escalar 


Pero según la ley del paralelogramo de la suma de vectores: 
OR = OD + OC, o bien r = xa + yb 


que es la expresión requerida. Los vectores xa y yb se llaman vectores componentes de r en las direcciones a y b, 
respectivamente. Los escalares x y y pueden ser positivos o negativos en función de las orientaciones relativas de 
los vectores. De acuerdo con la forma de construirlos, es evidente que x y y son únicos para vectores a, b y r dados. 
Los vectores a y b se llaman vectores base en un plano. 





Figura 1-12 Figura 1-13 


1.10. 


1.11. 


1.12. 


1.13. 


1.14. 


CAPÍTULO 1 VECTORES Y ESCALARES 


Dados tres vectores no coplanares a, b y c, encuentre una expresión para cualquier vector r en el espacio 
tridimensional. 


Solución 


Los vectores no coplanares son los que no son paralelos al mismo plano. Entonces, cuando sus puntos iniciales 
coinciden, no se localizan en el mismo plano. 

Sea r cualquier vector en el espacio con su punto inicial coincidente con los puntos iniciales de a, b y c en O. 
A través del punto terminal de r, se pasan planos paralelos respectivos a los planos determinados por a y b, b y c, 
yay c; consulte la figura 1-13. Complete el paralelepípedo PORSTUV por extensión de las líneas de acción de a, 
b y c, si fuera necesario. De 


ОУ = x(OA) = xa, donde x es un escalar 
ОР = у(ОВ) = yb, donde y es un escalar 
ОТ = x(OC) = ге, donde z es un escalar. 


Pero OR = OV + VQ + QR = OV + ОР + ОТ, o bien r = xa + yb + zc. 

Por el método de construcción, es evidente que x, y y z son únicos para vectores dados a, b, e y r. 

Los vectores xa, yb y zc se llaman vectores componentes de r en las direcciones a, b y c, respectivamente. Los 
vectores a, b y c se denominan vectores base en tres dimensiones. 

Como caso especial, si a, b y c son los vectores unitarios i, j y k, que son mutuamente perpendiculares, se 
observa que cualquier vector r se puede expresar en forma ünica en términos de i, j y k por medio de la expresión 
г = xi + yj + zk. 

Asimismo, si € = 0, entonces r debe estar en el plano de a y b, por lo que se obtiene el resultado del problema 1.9. 





Suponga que a y b no son colineales. Demuestre que xa + yb = 0 implica que x = y = 0. 


Solución 


Suponga que x + 0. Entonces xa + yb = 0 implica que xa = —yb o bien a = —(y/x)b, es decir, a y b deben ser 
paralelos a la misma línea (colineales) contrario a la hipótesis. Así, x = 0; entonces yb = 0, por lo que y = 0. 


Suponga que хуа + yıb = юа ур, donde а y b no son colineales. Demuestre que x, = x» y yı = Уу. 
Solución 


Observe que хуа + yıb = жа + y2b puede escribirse como 


ха + yıb x (са + y2b) =0 o bien (xi e х)а + (у == y2)b -0. 





Entonces, según el problema 1.11, ху — x? = 0, yı — у = Оо bien x, = x», у = y». 


Suponga que a, b y с no son coplanares. Demuestre que xa + yb + ze = 0 implica que x = y = z = 0. 


Solución 





Suponga que x + 0. Entonces xa + yb + ze = 0 implica que xa = —yb — zc o a = —(y/x)b — (z/x)c. Pero —(y/x)b 
— (z/x)c es un vector que está en el plano de b y c (vea el problema 1.10); es decir, a está en el plano de b y c, lo que, 
con toda claridad, contradice la hipótesis de que a, b y c son no coplanares. Entonces, x — 0. Con un razonamiento 
similar se obtienen contradicciones si se supone que y 0 y z + 0. 





Suponga que хуа 
Ул y2 Y 21 = 22. 


yıb + дс = xa + y2b + ze, donde a, b y c son no coplanares. Demuestre que Хү = x», 


Solución 





La ecuación se puede escribir сото (x, — хә)а + (yı — yo)b + (zı — z;)e = 0. Entonces, según el problema 1.13, 





ХІ хә = 0, yı y2 = 0, zı — z2 = 0 o bien x; = ж, y1 = y» Z1 = Z2. 


1.15. 


1.16. 


1.17. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Suponga que los puntos medios de los lados consecutivos de un cuadrilátero están conectados por líneas 
rectas. Demuestre que el cuadrilátero resultante es un paralelogramo. 


Solución 


Sea ABCD el cuadrilátero dado y P, O, R y S, los puntos medios de sus lados. Consulte la figura 1-14. 
Entonces, РО = ¿(a + b), QR = 4 (b + с), RS = +(с + d), SP = 2 (d + a). 
Pero a + b + c + d = 0. Entonces 


PQ =+(a+b)=-—J(c+d)=SR y QR=%(b+c)= —}(d + a) = PS 





Así, los lados opuestos son iguales y paralelos, por lo que PORS es un paralelogramo. 





Figura 1-14 Figura 1-15 


Sean Py, P; y Рз puntos fijos relativos a un origen О, y sean rj, r2 y гз vectores de posición que van de O a cada 
punto. Suponga que la ecuación vectorial ar; + azr, + azr3 = 0 se cumple con respecto al origen O. De- 
muestre que se cumplirá con respecto de cualquier punto O” distinto del origen si y sólo si ај + a» + az = 0. 


Solución 


Sean гү, r7 y гз los vectores de posición de Р), P2 у Р; con respecto de O”, y sea v el vector de posición de O” 
con respecto de O. Se buscan condiciones en las que la ecuación агу + aor? + azr3 = 0 se cumplirá en el nuevo 
sistema de referencia. 

De la figura 1-15, es evidente que үү = v + rj, r2 = v + rz, r3 = v +r; por lo que ar; + aor? + азгз = 0 
se convierte en 











а + aor? + азгз = ay(v | rj) | axv Ї rj) | aa(v | ri) 
== (ai Fa d аз)у | ari | aor? Ї d3Y3 -0 
El resultado агу + azr3 + azr3 = 0 se cumplirá si y sólo si 
(ai “Р da “р az)v = 0, o bien а + da + аз = 0. 


El resultado puede generalizarse. 


Demuestre que las diagonales de un paralelogramo se bisecan una a la otra. 


Solución 


Sea ABCD el paralelogramo dado con diagonales que se intersecan en P, como en la figura 1-16. 
Como BD +a =b, BD-b-a. Entonces BP = x(b — a). 

Debido aque AC =a + b, AP = y(a + b). 

Pero AB = AP + PB = AP — BP, 

es decir, a = y(a + b) — x(b — a) = (x + у)а + (y — x)b. 








1.18. 


1.19. 


CAPÍTULO 1 VECTORES Y ESCALARES 


Como a y b no son colineales, según el problema 1.12, x + y = 1 y y — х = 0 (entonces x = y = 1) y Pes el 
punto medio de ambas diagonales. 





Figura 1-16 Figura 1-17 


Encuentre la ecuación de la línea recta que pasa por dos puntos dados A y B que tienen vectores de posición 
a y b con respecto del origen. 


Solución 


Sea r el vector de posición de un punto P sobre la recta que pasa por A y B, como se aprecia en la figura 1-17. 
Entonces, 


OA + AP = OP, o bien a + AP = r (es decir, AP = r — a) 


OA + AB = OB, o bien a + AB = b (que es, AB = b — a) 
Como AP y AB son colineales, AP = ¡AB o bien r — a = t(b — a). Entonces, la ecuación requerida es 
r-a-ct(b—a)obienr = (1 — да + tb 


Si la ecuación se escribe como (1 — да + tb — г = 0, la suma de los coeficientes 4еа,Вуге51-1-41-1-0. 
Entonces, según el problema 18, se observa que el punto P siempre está sobre la recta que une aA y a B y no de- 
pende de la elección del origen O, que es como debe ser, por supuesto. 


Otro método. Como AP y PB son colineales, se tiene que para los escalares m y n: 
mAP = nPB o bien m(r — a) = n(b — r) 


Al resolver r = (ma + nb)/(m + n), que se llama forma simétrica. 


Considere los puntos P(2, 4, 3) y Q(1, —5, 2) en el espacio R? tridimensional, como se aprecia en la figura 
1-18. 


a) Encuentre los vectores de posición үү y гә para P y О en términos de los vectores unitarios i, j у К. 
b) Determine en forma gráfica y analítica la resultante de estos vectores de posición. 


Solución 





a) rj = OP - OC + CB + BP = 2i + 4j + ЗК 
го = ОО = OD + DE + ЕО = i — 5j + 2k 





PROBLEMAS RESUELTOS 


b) En forma gráfica, la resultante de r; y r2 se obtiene como la diagonal OR del paralelogramo OPRO. En forma 
analítica, la resultante de r; y Го está dada por 


ri +r = (2i + 4j + 3k) + (i — 5j + 2k) = 3i — j + 5k 









Q (1, -5, 2) 

















Figura 1-18 Figura 1-19 


1.20. Demuestre que la magnitud del vector А = Ан + Ај + Ask, que se ilustra en la figura 1-19 es 
lA] = Ar + Аз + Аз. 
Solución 


Con el teorema de Pitágoras, 





(OP) = (00) + (ОР)? 
donde OP denota la magnitud del vector OP, y así sucesivamente. En forma similar (ОО)? = (ORF + (КО). 
Entonces (OP)? = (ОЮ)? + (КО) + (ОР) o bien А? = Aj + А5 + АЗ (es decir, А = A? + А? + Аз). 











1.21. Dados los vectores de radios гу = 3i — 2j + k, г = 3i + 4j + 9k, r3 = —1 + 2j + 2k. Encuentre las mag- 
nitudes de: a) Үз, b) rı + Tr) + r3, с) тү— r + 4r3. 


Solución 








a) |5 = |-i* 2j + 2k| = /(—1? + 0) + (2) = 3. 
b) ri +r +r = 3i + 4j + 12k, por lo que [rj + r2 + r3| = vO + 16 + 144 = V169 = 13. 
C) ri r +43 = Zi + 2j = (4+4 = {8 = 242. 


























1.22. Encuentre un vector unitario u paralelo a la resultante R de los vectores гу = 2i + 4j — 5k y m = —i — 2j 
+ ЗК. 


Solución 





La resultante R = гу + г» = Qi + 4j — 5k) + (+i — 2j+ 3k) = i + 2j — 2k. Asimismo, 
Magnitud de R = |R| = li + 2j — 2k] Jay HP + (2) =3. 











Entonces, u es igual a R/R|. Es decir, 
u = К/К = ( + 2j — 2ky3 = (1/3)i + (2/3j — Q/3)k 
Comprobación: ((1/3)i + (2/3)j — Q/3)k| = (0/3 + (2/3)? --(-2/3) = 1. 














1.23. 


1.24. 


1.25. 


CAPÍTULO 1 VECTORES Y ESCALARES 





Suponga que r; = 2i — j + k, r = i — 3j – 2k, r3 = —2i + j — 3k. Escriba r4 = i + 3j + 2k como una 
combinación lineal de гі, r2 у гз; es decir, encuentre escalares а, b y c tales que r4 = ar, + br» + сїз. 


Solución 


Se requiere que 





i--3j--2k = aQi — j + k) + b(i — 3j — 2k) + c(—2i + j — 3k) 
= (2a + b — 2с)ї + (—a + 3b + c)j+ (a — 2b — 3c)k 





Como i, j y k no son coplanares, según el problema 1.13, igualamos los coeficientes correspondientes a cada uno 
de estos vectores, con lo que se obtiene 2a + b — 2с = 1, cat 3b + c = 3,a — 2b – Зс = 2 
Al resolver se obtiene: a = —2, b = 1, с = —2. Entonces, r4 = —2r, + r — 2r3. 

Se dice que el vector гд es linealmente dependiente de гі, го y гз; en otras palabras гі, гә, гз y r4 constituyen 
un conjunto de vectores linealmente dependiente. Por otro lado, cualesquiera tres (o menos) de esos vectores son 
linealmente independientes. 








Determine el vector con punto inicial en P(xi, y1, 21) y punto terminal en Q(x», у», 22) y encuentre su magnitud. 


Solución 
Considere la figura 1-20. Los vectores de posición de P y Q son, respectivamente, 
Tr; = xi + yj + zk y г = xj + yj + zk 


Entonces, г + РО = r,, o bien 





PQ = r =- ri = Gai + yoj + оК) — Gui + yij + zik) 
= (хә — xpi + (уә — ур)ј + a — zok. 











La magnitud de PQ — РО- E (xo = x1)? + (ya = y1)? + (zo — zi. Observe que ésta es la distancia entre los 
puntos P y Q. 


P(xy, Уу, 21) 









ООС», у), 22) 

















х Figura 1-20 2 Figura 1-21 


Determine los ángulos a, Ву y que el vector r = xi + yj + zk forma con las direcciones positivas de los ejes 
coordenados, y demuestre que 


cos? а + cos? B + cos? у = 1. 





Solución 


En relación con la figura 1-21, el triángulo OAP es rectángulo con su ángulo recto en A; entonces, cos а = х/к. 
En forma similar, los triángulos rectángulos OBP y OCP, cos B = 13 y cos y = z/[r|, respectivamente. Asimismo, 


H= r= й+у үй. 








PROBLEMAS RESUELTOS 
Entonces, cos а = x/r, cos В = y/r, y cos y = z/r, de donde es posible obtener los valores de a, Ву y. De 
éstos se sigue que: 


х +у +2 
r2 


2 


cos? æ + cos? B + cos? y = = 1. 





Los números cos a, cos В y cos y se denominan cosenos directores del vector OP. 
1.26. Las fuerzas A, B y С actúan sobre un objeto y están dadas en términos de sus componentes por medio de las 


ecuaciones vectoriales A = Aji + A2j + Ask, B = Bii + Bj + Bsk y € = Cj + C5j + Csk. Encuentre la 
magnitud de la resultante de estas fuerzas. 


Solución 








La fuerza resultante es R = A + B + € = (A, + B, + С))і + (А + В, + C2)j + (As + В; + C3)k. 


Magnitud de la resultante = VAi H Bi +CD? + (Ao + В» + С)? + (Аз + В» + C3Y. 
Es fácil extender el resultado a más de tres fuerzas. 














1.27. Encuentre un conjunto de ecuaciones para las líneas rectas que pasan por los puntos P(xi, уг, 21) y О(х», y», 22). 


Solución 


Sean үү у г los vectores de posición de Ру O, respectivamente, y г el vector de posición de cualquier punto R sobre 
la recta que une P y О, como se ilustra en la figura 1-22. 


г + PR-r obien PR=r-—r; 
г + РО = г obien PQ-^r-ri 


Pero РК = ТРО, donde г es un escalar. Entonces, г — rı = t(r, — ri) es la ecuación vectorial requerida de la 
línea recta (compare con el problema 1.14). 
En coordenadas rectangulares tenemos que, como r = xi + yj + zk, 





Gd + yj + zk) — Gai + у) + zik) = [Gui + y»j + 22k) — (ui + yij + zi)] 


o bien 





(x — xy) + (y — yD) + (z — zk = [e х) + (у; — yd) + (о — zok] 






Р (х1, yp 21) 


ЭЭГ 


> О (0, у, 22) 





Figura 1-22 


1.28. 


1.29. 


1.30. 


CAPÍTULO 1 VECTORES Y ESCALARES 


Como i, j y k son vectores no coplanares, según el problema 1.14 tenemos que: 





x= X1 = ta — x), Y — у= Куз — y1),2 — 21 = 822 — 21) 
son las ecuaciones paramétricas de la recta, en las que t es el parámetro. Al eliminar t se obtiene: 


XX у-у _ 2-21 
X2—Xq y2—y 22-01 





Demuestre la proposición 1.4: dos o más vectores А |, A», ..., А„ son linealmente dependientes si y sólo si 
uno de ellos es una combinación lineal de los otros. 


Solución 


Supongamos que, por ejemplo, A; es una combinación lineal de los otros, 
Aj = аА t + аА; + аА + + а„А„ 
Entonces, al sumar — Aj en ambos lados se obtiene: 
аА + ++ ay ¡Aj — Aj t ar Ajs1 + os + а„А„=0 


donde el coeficiente de A; no es 0. Entonces, los vectores son linealmente dependientes. 
A la inversa, supongamos que los vectores son linealmente dependientes, digamos 


Entonces puede resolverse para A; y se obtiene: 
Aj = (bi/b)A, + + + (bi-i/b)A;-: + (dj /0JAj+ + >>> + („БА 


Así, Aj es una combinación lineal de los otros vectores. 


Considere el campo escalar e definido por ф(х, у, 2) = 31%? — xy? — 15. Encuentre pen los puntos a) (0, 0, 0), 
b) (l, -2, 2), с) (21, -2, —3). 


Solución 





a) (0,0, 0) = 30000? — (010? — 15 = 0 — 0 – 15 = -15. 
b) Ф(1, –2, 2) = 300? – ME? — 15 = 12 + 8 – 15 = 5. 
c) Ф(—1, -2, -3 23(-1(-3 – (-D(-2» – 15 = 27 — 8 + 15 = 4. 








Describa los campos vectoriales definidos рог: 


а) V, y) = xi + yj; b) Vx, y) = —xi— yj с) V(x, yz) = xi + yj + zk 


Solución 


a) En cada punto (x, y), excepto en (0, 0), del plano xy, está definido un vector único xi + yj de magnitud 
Vx? + y? cuya dirección pasa por el origen y se aleja de éste. Para simplificar los procedimientos de 


PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS ёр» 


graficación, observe que todos los vectores asociados con puntos sobre los círculos x? + y? = a?, a » 0, tienen 
magnitud a. Entonces, el campo se muestra en la figura 1-23a), con una escala apropiada. 


Sed 
ed 











a 
= 

> 
= 


Figura 1-23 


b) Aquí, cada vector es igual pero con dirección opuesta al correspondiente en el inciso a). Así, el campo aparece 
en la figura 1-23b). 
En la figura 1-23a), el campo tiene la apariencia de un fluido que emerge de un punto fuente O y fluye en 
las direcciones que se indican. Por esta razón recibe el nombre de campo fuente y O el de fuente. 
En la figura 1-23b), el campo parece fluir hacia О, por lo que se llama campo sumidero y O es el sumi- 
dero. 
En tres dimensiones la interpretación es que un fluido emerge en forma radial desde (o que se acerca en 
forma radial hacia) una recta fuente (o recta sumidero). 
El campo vectorial se denomina bidimensional porque es independiente de z. 
c) Como la magnitud de cada vector es yx? + y? + 2?, todos los puntos de la esfera x? + y? + 22 = а?, а > 0, tie- 
nen vectores de magnitud a asociados a ellos. Entonces, el campo toma la apariencia de un fluido que emerge 
desde una fuente O y avanza en todas las direcciones del espacio. Es un campo fuente tridimensional. 


PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


1.31. 


1.32. 


1.33. 


1.34. 


1.35. 


1.36. 


Determine cuáles de los siguientes son escalares y cuáles son vectores: 


a) Energía cinética, b) intensidad de campo eléctrico, c) entropía, d) trabajo, e) fuerza centrífuga, f) temperatura, 
g) carga, Л) esfuerzo cortante, і) frecuencia. 


Un aeroplano viaja 200 millas hacia el oeste, y luego 150 millas a 60? hacia el noroeste. Determine el desplaza- 
miento resultante. 


Encuentre la resultante de los siguientes desplazamientos: A: 20 millas a 30? al sureste; B: 50 millas hacia el oeste; 
C: 40 millas a 30? al noreste; D: 30 millas a 60? al suroeste. 


Suponga que ABCDEF son los vértices de un hexágono regular. Encuentre la resultante de las fuerzas representa- 
das por los vectores AB, AC, AD, AE y AF. 





Considere los vectores A y B. Demuestre que: a) lA + B| < lA] + IB ; b) А = В| 2 А| = В. 


Demuestre que |А + В + С| < A| + [B| + |C]. 


1.37. 


1.38. 


1.39, 


1.40. 


1.41. 


1.42. 


1.43. 


1.44. 


1.45. 


CAPÍTULO 1 VECTORES Y ESCALARES 


Dos ciudades, A y B, están situadas en oposición directa sobre las orillas de un río cuyo ancho es de 8 millas y 
fluye con una velocidad de 4 mi/h. Un hombre ubicado en A desea llegar a la ciudad C que está corriente arriba a 6 
millas de la ciudad B y en el mismo lado que ésta. Si su embarcación viaja con una velocidad máxima de 10 mi/h 
y si desea llegar a C en el menor tiempo posible, ¿qué dirección debe seguir y cuánto tiempo durará el viaje? 


Simplifique la expresión: 2A + B + 3C — (A — 2B — 22A — 3B — C)). 





Considere vectores no colineales a y b. Suponga 


А = (х + 4у)а + (2x+y+1)b у В=(у—2х+2)а+ (2х – Зу — Db 








Encuentre х e у tales que ЗА = 2В. 


Los vectores básicos а, аз y аз están dados en términos de los vectores básicos bi, b; y bs por las relaciones 
а = 20 + 36, – b а = bı — 20, + 2b3, az = —2b, + bo — 2b3 


Suponga que F = 3b, — b; + 2b3. Exprese F en términos de ар, аз y аз. 


Sobre un objeto P actúan tres fuerzas coplanares, como se ilustra en la figura 1-24. Calcule la fuerza necesaria para 
impedir que P se mueva. 


LLLL IL II LIL II ILL III e£ 4 





602.1. 60? 





100 10 





Figura 1-24 Figura 1-25 


Un peso de 100 libras está suspendido de su centro por medio de una cuerda, como se aprecia en la figura 1-25. 
Determine la tensión T en la cuerda. 


Suponga que a, b y e son vectores no coplanares. Determine si los vectores siguientes tienen independencia o de- 
pendencia lineal: 
rı = 2а – 3Ь + е, r2=3a-5b+2c, r3=4a-5b+c. 


a) SiO es un punto dentro del triángulo ABC y P, Оу R son los puntos medios de los lados AB, BC y CA, respec- 
tivamente, demuestre que OA + OB + OC = OP + OQ + OR. 
b) ¿El resultado es el mismo si O es cualquier punto fuera del triángulo? Demuestre su respuesta. 





En la figura 1-26, ABCD es un paralelogramo con P y O como puntos medios de los lados BC y CD, respectiva- 
mente. Demuestre que AP y AQ trisecan la diagonal BC en los puntos E y F. 


A B 


Q 
Figura 1-26 


1.46. 


1.47. 
1.48. 
1.49. 


1.50. 


1.51. 


1.52. 


1.53. 


1.54. 


1.55. 


1.56. 
1.57. 


1.58. 


1.59. 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS ©? 
Demuestre que la recta que une los puntos medios de dos lados de un triángulo es paralela al tercero у tiene la mitad 
de su magnitud. 
Pruebe que las medianas de un triángulo se cortan en un punto común, que es el punto de trisección de las medianas. 
Demuestre que los ángulos bisectores de un triángulo se encuentran en un punto común. 


Sea que los vectores de posición de los puntos P y Q relativos al origen O están dados por los vectores p y q, res- 
pectivamente. Suponga que Ё es un punto que divide a PO en segmentos que están en la razón m:n. Demuestre que 
el vector de posición de R está dado por r = (mp + nq)/(m + n) y que es independiente del origen. 





Un cuadrilátero ABCD tiene masas de 1, 2, 3 y 4 unidades localizadas, respectivamente, en sus vértices 
A(—1, —2, 2), B(3, 2, — 1), CU, —2, 4) y D(, 1, 2). Encuentre las coordenadas del centroide. 


Demuestre que la ecuación de un plano que pasa por tres puntos dados A, B y C, que no están en la misma recta y 
tienen vectores de posición a, b y c relativos a un origen O, se pueden escribir como: 


QI PRENDA DE 
n m+n+p 


donde т, n y p son escalares. Verifique que la ecuación es independiente del origen. 





Los vectores de posición de los puntos P y Q están dados por rı = 2i + 3j — k, г = 4i — 3j + 2k. Determine PQ 
en términos de i, j y k, y determine su magnitud. 

Suponga que A = 3i — j — 4k, В = –21 + 4j – 3k, С =i + 2) — К. Encuentre 

a) 2A — B + 3C, b) |A + B + C|, с) BA — 2B + 4C 








, d) un vector unitario paralelo a 3A — 2B + 4C. 





Las fuerzas siguientes actúan sobre una partícula P: Е, = 2i + 3j — 5k, Е = —5i + j + ЗК, F; = i — 2j + 4k, 
F, = 4i — 3j — 2k, medidas en libras. Encuentre a) la resultante de las fuerzas, b) la magnitud de la resultante. 


En cada caso, determine si los vectores son linealmente independientes o dependientes: 
a) A = 2i + j — 3k, B = i — 4k, C = 4i + 3j — k, b) A =i- 3j+2k, B = 2i — 4j — k, C = 3i + 2j — К. 








Pruebe que cuatro vectores cualesquiera en tres dimensiones deben ser linealmente dependientes. 


Demuestre que una condición necesaria y suficiente para que los vectores А = Aji + Ал) + Ask, 
B = Ві + Bj + B3k y С = Сі + С) + СзК sean linealmente independientes, es que el determinante 


Ар Az Аз 
Bı B; В; | sea diferente de cero. 
C; C; С; 





a) Demuestre que los vectores A = 3i + j — 2k, B = —1 + 3j + 4k, С = 4i — 2j — 6k pueden formar los lados 
de un triángulo. 
b) Encuentre las longitudes de las medianas del triángulo. 


Dado el campo escalar definido por ф(х, y, 2) = Дух? + 3xyz — 2 + 2. Encuentre a) Ф(1, —1, —2), b) Ф(0, —3, 1). 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


1.31. 
1.32. 
1.33. 
1.34. 
1.37. 


a) e, b), v, c) e, d) e, e) v, f) e, g) e, h) v, i) e. 

Magnitud 304.1 (504/37), dirección 25917” al noreste (arcsen 34/111/74). 
Magnitud 20.9 millas, dirección 21?39' al suroeste. 

3AD. 


Línea recta corriente arriba con un ángulo de 34?28' respecto de la orilla. 1 hora 25 minutos. 


1.38. 
1.39, 
1.40. 
1.41. 


1.42. 
1.43. 
1.44. 


1.50. 


CAPÍTULO 1 VECTORES Y ESCALARES 


5А —3B + C. 
x=2y=-l. 
2а| + Sa, + Заз. 


323 libras directamente opuestas а la fuerza de 150 
libras. 


100 libras. 

Linealmente dependiente, ya que гз = 5r, — 2r». 
Sí. 

(2, 0, 2). 


1.52. 
1.53. 


1.54. 


1.55. 


1.58. 
1.59. 


2i — 6j + 3k, 7 
a) 11i — 8k, 5) 4/93, 

a) 2i — j, b) v5. 

c) 4/398, (ЗА — 2B + 4C)/4/398. 


a) Linealmente dependientes, b) Linealmente inde- 
pendientes. 


b) м6, (1/2 4/114, (1/2)4/150. 





а) 36, b) —11. 





El producto punto 
y el producto cruz 


2.1 INTRODUCCIÓN 


En el capítulo 1 se definieron las operaciones de suma de vectores y multiplicación por un escalar. Aquí definimos 
dos nuevas operaciones de multiplicación de vectores. Una de ellas, el producto punto, da como resultado un escalar, 
mientas que la otra, el producto cruz, genera un vector. Después se combinan dichas operaciones para definir ciertos 
productos triples. 


2.2 EL PRODUCTO PUNTO O PRODUCTO ESCALAR 


El producto punto o escalar de dos vectores A у B se denota con A · B (se lee: A punto В), y se define como el pro- 
ducto de las magnitudes de A y B y el coseno del ángulo 0 entre ellos. En símbolos: 


A*B = |А||В| cos 6, 0O<0<T 
Se hace énfasis en que А. B es un escalar y no un vector. 
Se aplica la proposición siguiente: 
PROPOSICIÓN 2.1: Suponga que A, B y С son vectores y m es un escalar. Entonces se cumplen las siguientes 
leyes: 


1) A:B=B-:A Ley conmutativa del producto punto 

i) A-(B-C)-A-B- A-C Ley distributiva 
iii) тА * B) = (mA): B = A · (mB) = (А · B) 

iv) 1141-1:)-К:К-1, 1:)-1:К-К:1-0 

v) SIA-B=0yA y B no son vectores nulos, entonces А y B son perpendiculares. 


Existe una fórmula sencilla para A · B con el uso de los vectores unitarios i, | у К. 
PROPOSICIÓN 2.2: Dados А = Aji + A»j + Ask y B = Ві + Bj + Bak. Entonces 
A:B- АВ! + А»В: ын A3B3 


COROLARIO 2.3: Suponga que A = А + A2j + Ask. Entonces A * A = А? + А5 + АЗ. 








EJEMPLO 2.1 Dado A = 4i + 2j — 3k, B = 5i — j — 2k, C = 3i + j + 7k. Entonces: 
А *В = (4)(5) + (2)(—1) + (—3)(—2) = 20-2 +6=24, А-С=12+2—21=-—7, 








В-С-15-1-14-0, А:А = 4? +2? + (3? =16+4+9=29 


Así, los vectores В у С son perpendiculares. 


CAPÍTULO 2 EL PRODUCTO PUNTO Y EL PRODUCTO CRUZ 


2.3 PRODUCTO CRUZ 


El producto cruz de los vectores A y B es un vector C = A x B (se lee: A cruz B) que se define como sigue. La mag- 
nitud C — A x B es igual al producto de las magnitudes de los vectores A y B por el seno del ángulo 6 entre ellos. 
La dirección de C — A x B es perpendicular al plano de A y B, de modo que A, B y C forman un sistema de mano 
derecha. En símbolos, 


AxB-J|A|B|senóu 0<0<7 


donde u es un vector unitario que indica la dirección de A x B [entonces, A, B y u forman un sistema de mano dere- 
cha]. Si A = B, osi A es paralelo a B, entonces sen 0 = 0, y se define A x B = 0. 
Se aplican las siguientes proposiciones: 


PROPOSICIÓN 2.4: Suponga que A, B y C son vectores y m es un escalar. Entonces se cumplen las siguientes 
leyes: 
i) AxB=-—(BxA) No se cumple la ley conmutativa para el producto cruz 


i) Ax(B+C)=AxB+AxC Ley distributiva 
iii) т(АхВ) = (mA) x B = A x (mB) = (A x B)m 

iv) ixi=jxj=kxk=0, ixj=k,jxk=i,kxi=j 

v) SIAXB=0yA y B no son vectores nulos, entonces A y B son paralelos. 

vi) La magnitud de A x B es la misma que el área de un paralelogramo con lados A y B. 


Existe una fórmula sencilla para A x B cuando se usan los vectores unitarios i, j y k. 











PROPOSICIÓN 2.5: Dado A = Ан + Ај + Ask y B = Ві + Bj + B3k. Entonces 
i j К 
A» Aa Aj Аз Aj А 
АхВ= (Ај А Аз|= — 
В, В, E fs B; Es В; В В 





EJEMPLO 2.2 Dados: А = 4i + 2j — 3k y B = 3i + 5j + 2k. Entonces 





= 19i — 17j + 14k 





i j 
4 2 -3 
3 5 





2.4 PRODUCTOS TRIPLES 


Los productos punto y cruz de tres vectores, A, B y C, generan resultados importantes llamados productos triples, de 
la forma (A - B)C, А -(BxC)yAx(BxC). 
La proposición siguiente se cumple. 


PROPOSICIÓN 2.6: Suponga que A, B y C son vectores y m es un escalar. Entonces se cumplen las siguientes 
leyes: 


i) En general, (А. B)C = A(B : C) 

i) A-(BxC) - B: (CxA) = С. (A x B) = volumen de un paralelepípedo cuyas aris- 
tas son A, B y C, o el negativo de dicho volumen, según si A, B y C forman o no un 
sistema de mano derecha. 

iii) En general, A x (Bx C) + (Ax B)xC 
(No se cumple la ley asociativa para el producto cruz) 

iv) Ax(BxC) = (А · OB - (A: B)C 

(AxB)xC- (A: OB – (B: CA 


Existe una fórmula sencilla para A · (В x C) cuando se utilizan los vectores unitarios i, j y К. 


PROBLEMAS RESUELTOS € 
PROPOSICIÓN 2.7: 


Dados A = Aj Jr Аз) + Azk, В = Ви + Bj ын В-К, C= Си + Cj + Cxk. Entonces 


Ар А As 
АЗ (Вх С) = В! B5 B; 
C; €) б 


EJEMPLO 2.3 Dados A = 4i + 2j -3k, В = 51 +ј – 28  C-3i- j + 2k. Entonces: 








Д 29. 8 
А.(В8хС)=|5 1 22|[28-124154958-—205 8. 
ТБ 


2.5 CONJUNTOS RECÍPROCOS DE VECTORES 


Los conjuntos a, b, c y a', b', c' se llaman conjuntos recíprocos o sistemas recíprocos de vectores si: 
a:a=b-»b=c:c=1 
a*b—a'-*c—b':a-b':c-c-:a-c*:b-0 


Es decir, cada vector es ortogonal al recíproco de los otros dos vectores en el sistema. 
PROPOSICIÓN 2.8: 


Los conjuntos a, b, c, уа’, b’, с’ son conjuntos recíprocos de vectores si y sólo si 





di bxc y exa ,_ axb 
| a bxc | a bxc | a-bxc 
donde a: bxc 7 0. 
PROBLEMAS RESUELTOS 
Producto punto o producto escalar 
2.1. Demuestre la proposición 2.10) А, B = В.А. 
Solución 
A + B=|A]|B|cos Ө = |B||A| cos 0 = B * A. 
Así, es válida la ley conmutativa para el producto punto. 
2.2. Demuestre que la proyección de A sobre B es igual a A * b, donde b es un vector unitario en la dirección de B. 
Solución 


Por los puntos inicial y terminal de A se hacen pasar planos perpendiculares a B, en G y H, como se aprecia en la 
figura 2-1. Entonces, 


Proyección de A sobre B = СН = EF = A cos 0= A- b 


B С 
N í 1 \ B+C И 
I \ \ 
0 : Е | ї \ 
Е ' 1 j 1 
$ 1 \ \ \ 
\ \ 
i 1 \ | | 
MA эн \ ) с ^ 
2 н B S F 
Figura 2-1 


Figura 2-2 


2.3. 


2.4. 


2.5. 


2.6. 


2.7. 


2.8. 


CAPÍTULO 2 EL PRODUCTO PUNTO Y EL PRODUCTO CRUZ 


Demuestre la proposición 2.1(11): A · (В + С) = А :В +А · С. 


Solución 


Sea a un vector unitario en la dirección de A. Entonces, como se ilustra en la figura 2-2: 





Proy(B + C) sobre A = Proy(B) sobre A + Proy(C) sobre A, y por tanto (В + С) :а = В :а + С :·а 


Al multiplicar por A, 





(В + C):4a—B:Aa* C:Aa y (B+C):A=B-A+C-:A 
Entonces, según la ley conmutativa del producto punto, 
A-(B+C)=A:B+A-:C 
Con lo que se demuestra que la ley distributiva es válida. 


Demuestre que (A + B)-(C+D)=A:-C+A-D+B-C+B-D. 


Solución 





Según el problema 2.3, (A + В): (С+ 0) = А :(С+ 0) +В: (С+р) = А: С+А:р+В:С+В:р. 


Las leyes ordinarias del álgebra son válidas рага el producto punto. 


Evalúe: a)i-i bitk, Ok:j d)j-Qi-3j+K), e) Qi— j) (31+ Ю). 


Solución 


a) i-i- lili cos 0° = (1)(1)(1) = 1 

b) i-k = lilk| cos 90° = (1)(1)(0) = 0 

с) k:j = Kil cos 90° = (1)(1)(0) = 0 

d) 1:01-3)-К)-2):1-3)1:141:К-0-3-40--3 

e) Qi- }) + Bi +k) -2i- Gi - K) -j Gi - k = 6i-it2i-k—-3j:i-j:k-6-0-0-0-6 








Suponga que A = Aji + Ар) + Ask y B = Bj + Bj + B3k. Demuestre que А. B = AjB, + А,В, + AzB3. 


Solución 
Comoi:i-j:j-k-:k- 1, y todos los demás productos punto son iguales a cero, se tiene que: 
А-В- (Aii + Аз) sp Ask) (Ви + В») + В»К) 
== Aj s (Ви Ян Вә) + B3k) nh Аз) (Ви + В,) + B3k) ЗЕ Azk x (Ви “Р Вә) a Ві) 
== AjBj-i + А,В • + A¡B3i К + АВ!) -i + А,В) ej + A2B3j К 
F AzB¡k 1- A3B5k :j “Р АзВзК К 
к= АВ, + А»В: + АзВз 


Sea A = Aj + Ај + Ask. Demuestre que А = „УА А = VA? +43 + А2. 





Solución 


АА = (AYA) cos 0° = А2, Entonces, А = VA * A. 
Segün el problema 2.6 y si hacemos B — A, tenemos: 


А+А = (Ai + Аз) + Ask) ? (Aii “р Аз) zb Ask) 
= (А)(А,) + (A245) + (A3)(A3) = AT + А5 + АЗ 





Entonces, А = VA + A = yA? + Аз + Аз es la magnitud de A. En ocasiones A · A se escribe como A?. 


Suponga que А. B = 0 y que A y B son diferentes de cero. Demuestre que A es perpendicular а B. 


Solución 
SIA-B = AB cos 0 = 0, entonces cos 0 = 0, o 0 = 90°. A la inversa, si 0 = 90°, А ·В = 0. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


2.9. Encuentre el ángulo entre A = 2i + 2j — k y B = 7i + 24k. 


Solución 
Tenemos que А · B = |А|В| cos 6. 


14] = оу Q?- C1? 23 у |в|= J OY + (0)? + (24)? = 25 


A* B = (2)(7) + (2)(0) + (-1)24) = —10 

















Por tanto, 


A-B —10 —2 2 
cos 0 0.1333 y 0 = 98? (aproximadamente). 
ГАЇВ| 515) 15 7 E 








2.10. Determine el valor de œ de modo que A = 2i +aj + ky B = i + 3j — 8k sean perpendiculares. 
Solución 
Según la proposición 2.1v), A y B son perpendiculares cuando A · B = 0. Entonces, 
А-В-(2)1) + (96) + (0(-8 = 2 + 3a- 8 = 0 


sia- 2. 





2.11. Demuestre que los vectores A = —i + j, B = —i — j — 2k, C = 2j + 2k, forman un triángulo rectángulo. 


Solución 


Primero se demostrará que los vectores forman un triángulo. De la figura 2-3 observamos que los vectores forman 
un triángulo si: 


d) uno de los vectores, digamos (3), es la suma de (1) más (2), o bien 
b) la suma de los vectores (1) + (2) + (3) es igual a cero 


según si a) dos vectores tienen un punto terminal común, o b) ninguno de los vectores tiene un punto terminal 
común. Por ensayos se encuentra que A — B + C, de modo que los vectores formen un triángulo. 

Como А.В = (—1)(—1) + (1)(—1) + (0)(—2) = 0, se concluye que A y B son perpendiculares y que el 
triángulo es rectángulo. 





(3) 0) 
Q) (3) 


(1) (1) 
a) b) 


Figura 2-3 


2.12. Encuentre los ángulos que forma el vector A = 4i — 8j + К con los ejes coordenados. 


Solución 


Sean a, B y ylos ángulos que forma A con los ejes positivos de las x, y y z, respectivamente. 








A-:i— АІ) eos a = (4 H (—8Y + (D? cosa = 9cosa 





A+ i=(4i-8j+k):i=4 
Entonces, cos а = 4/9 = 0.4444 y а = 63.67, aproximadamente. En forma similar, 
cos B — —8/9, B = 152.7? y cos y — 1/9, y = 83.6? 


Los cosenos de а, В у y se llaman cosenos directores del vector А. 


CAPÍTULO 2 EL PRODUCTO PUNTO Y EL PRODUCTO CRUZ 


2.13. Encuentre la proyección del vector A = i — 2j + 3k sobre el vector В = і + 2j + 2k. 


Solución 


Se usa el resultado del problema 2.2. Un vector unitario en la dirección de B es: 


b = B/|B| = ( +2} + 2k)/ V1 + 4 4 = 1/3  2j/3 + 2k/3 








La proyección de A sobre el vector B es 
A -b = (i — 2j + 3k) · (1/3 + 2j/3 + 2k/3) = (0/3) + (-2)02/3) + (32/3) = 1. 


2.14. Sin usar el producto cruz, determine un vector unitario perpendicular al plano de A = 2i — 6j — 3k y B = 
4i + 3j — k. 


Solución 


Sea el vector € = cji + сэ) + c3k perpendicular al plano de A y B. Entonces, C es perpendicular a A y también a 
B. Por tanto, 





C-A= 2c1 6c» 3c3 =0 obien (1) 2с ын бсэ ын 3c3 
C-B= 4c Ї Зсэ C3 — 0 obien (2) 4c, БЕ Зсэ "503 





1 1 1 1 
Se resuelven simultáneamente (1) y (2): c1 = 7 Q —— 30 С = сз (5 = 33 ын 5) 





Entonces, un vector unitario en la dirección C es 





o (si si ex) MOON) 
ОНЫ 


2.15. Demuestre la ley de los cosenos para los triángulos planos. 
Solución 
De la figura 2-4, 
B+C=A obien С-А-В 


Entonces, 





C-C-(A- B-(A- B. - A-A* B: B-2A-B 


C? = А? + B? — 2AB cos 0 


P B Q 


DN 5 


А о В 


Figura 2-4 Figura 2-5 


PROBLEMAS RESUELTOS 


2.16. Demuestre que las diagonales de un rombo son perpendiculares (consulte la figura 2-5). 


Solución 


OQ = ОР+ РО = А + В 
ОК + ЕР = ОР obien В+ ЕР= А у ЕР= А – В 





Entonces, сото |A| = |B], 
00 - RP = (A + В) · (A — B) = АР – |B? = 0 
Se concluye que OQ es perpendicular a RP. 

2.17. Sea А = Aj + А») + Ask cualquier vector. Demuestre que A = (A «di + (А · Dj + (А · ЮК. 
Solución 
Como A = Aj + Ал) + Ask, 


A-i=Aj-i | Ај 1 | АзК 154, 





De manera similar, A - j = A2 y А. k = Аз. Entonces 





A =Aji + Aj + Ask = (A «Di + (А · Dj — (А · ЮК. 
2.18. Calcule el trabajo realizado al mover un objeto a lo largo del vector r = 3i + j — 5k si se aplica la fuerza 
Е-2-1-К. 
Solución 
Considere la figura 2-6. 
Trabajo realizado = (magnitud de la fuerza en la dirección del movimiento)(distancia recorrida) 


= (Ecos Өт -F-r- (2i — j — E): Qi + j — 5k) 
=6-1+5=10 














П П 
ы 
r 


Figura 2-6 Figura 2-7 


2.19. Encuentre una ecuación del plano perpendicular al vector A = 2i — 3j + 6k y que pasa por el punto terminal 
del vector B = i + 2j + 3k [vea la figura 2-7]. 


CAPÍTULO 2 EL PRODUCTO PUNTO Y EL PRODUCTO CRUZ 


Solución 


Como PQ = B — r es perpendicular a А, tenemos que (B — г). A = 0, es decir que r · A = В. A es la ecuación 
requerida del plano en forma vectorial. En forma rectangular se convierte en 





Qd + yj + zo: Qi — 3j + 6k) = (i + 2j + 3k): Qi — 3j + 6k) 


o bien 





2х — 3y + 62=2— 6 + 18 = 14 


2.20. Encuentre la distancia del origen al plano descrito en el problema 2.19. 
Solución 
La distancia del origen al plano es la proyección de B sobre A. Un vector unitario en la dirección de A es 


2i — 3j + 6k 22 SE 
JO CH T 77 








a = А/|А| = 7 


Entonces, la proyección de B sobre A es igual a 


6 
7 








14 14 2. 3... 2 3, б. 
Ba 0+2 +302 537 к) =); (2)3+6)5=2. 


Producto cruz o vectorial 
2.21. Demuestre que A x B = —(A x B). 


Solución 


A - B = C tiene magnitud de AB sen бу dirección tal que A, B y C forman un sistema de mano derecha, como en 
la figura 2-8a). 

В. A = D tiene magnitud de BA sen бу dirección tal que B, A y D forman un sistema de mano derecha, como se 
ilustra en la figura 2-8). 

Entonces, D tiene la misma magnitud que C pero en dirección opuesta, es decir С = —D. Entonces, A x B = 
—(A x B). 

En consecuencia, no es válida la ley conmutativa para el producto cruz. 





a) b) 


Figura 2-8 


2.22. Suponga que A x B = 0 y que A y B son diferentes de cero. Demuestre que A es paralelo a B. 


Solución 
Como A x B = AB sen бо = 0, tenemos que sen 0 = 0, por lo que 0 = 0° o 180°. 


2.23. 


2.24. 


2.25. 


2.26. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Demuestre que Ах B? + |A - ВР = (АРВ. 


Solución 
lA x B? + |A - BP = АВ sen ва? + AB cos Ө? 
= A?B? sen? 0 + A?B? cos? 0 
= 4% = ann? 
Evalúe: a) 2j x 3k, 5)2)х-К, c)-3ix 2k y d)2jx3i-— k 


Solución 


a) (2) x Gk) = 6) xk) = 6i 
b) QpDx(-k = —2óxk = -2i 
с) (—3) x (-2k) = 6ü x k) = —6j 
d) 2jx3i -k - 6d xi) - k = -6k — k = —7k. 





Demuestre que A x (B + C) А xB + A x C para el caso en que A es perpendicular tanto a B como a С [vea 
la figura 2-9]. 


Solución 


Como À es perpendicular a B, A x B es un vector perpendicular al plano de A y B y tiene magnitud de AB sen 90? 
— AB o magnitud de AB. Esto equivale a multiplicar el vector B por A y a girar el vector resultante un ángulo de 
90? para llevarlo a la posición que se muestra en la figura 2-9. 

De manera similar, A х C es el vector que se obtiene al multiplicar C por A y girar 90? el vector resultante 
hasta la posición que se ilustra. 

En la misma forma, A x (B + C) es el vector que se obtiene al multiplicar B + C por A, con la rotación del 
vector resultante en un ángulo de 90? para llevarlo a la posición que se aprecia. 

Como A x (B + C) es la diagonal del paralelogramo que tiene como lados a Ax B y A x C, tenemos que 
Ax(B+C0=AxB+AxC. 











Figur 2-9 Figura 2-10 


Demuestre que Ax (B + С) = A x В + A x C para el caso general en que A, B у С no son coplanares [vea 
la figura 2-10]. 


Solución 


Se descompone a B en dos vectores componentes, uno perpendicular a A y otro paralelo a A, y se los denota con 
В| y Bj, respectivamente. Entonces, В = B, + Bj. 

Si 0 es el ángulo entre A y B, entonces B, = B sen Ө. Por ello, la magnitud de A x B, es AB sen 0, igual 
que la magnitud de A x B. Asimismo, la dirección de A x B, es la misma que la dirección de A x B. Entonces, 
AxB, = А хВ. 

En forma similar, si C se descompone en dos vectores componentes Cj y C1, paralelos y perpendiculares 
respectivamente a A, entonces Ax C, = Ax С. 


CAPÍTULO 2 EL PRODUCTO PUNTO Y EL PRODUCTO CRUZ 





Asimismo, como B + C = B, + Bj + C, + Cj = (B, + C1) + (B, + С), se concluye que 





Ax(B, +C,)=Ax(B + ©). 


Ahora, В| y С. son vectores perpendiculares a A, por lo que, según el problema 2.25, 





Ax(B, +С) = AxB, - AxC, 
Entonces, 


Ax(B+C)=AxB+AxC 





y se cumple la ley distributiva. Al multiplicar por — 1, según el problema 2.21, se obtiene (B + C)xA = ВХА 4 
C х A. Observe que en el producto cruz el orden de los factores sí es importante. Las leyes habituales del álgebra 
sólo se aplican si se mantiene un orden apropiado. 
i j k 
2.27. Suponga que A = Aji + A2j + Ask y que B = Bji + Вэ) + B3k. Demuestre que А х В = |А) Az А; |. 
Bı B2 B3 


Solución 
A x В = (Аі + Ал) + Ask) x (Ві + B5j + B3k) 
= Aji x (Bji + Boj + B3k) + Ај x (Bii + Boj + B3k) + Ask x (Bji + Boj + B3k) 
= A Ві x i + AıB2i x j + A1B3i x k + A2B1j x i + A2B2j x j + A2B3j x k 
+ A3B¡k x i + A3B2k x j + A3B3k x k 








ic Ж 
= (42B3 — AsB5)i + (A3B4 — A,B3)j + (AıB2 – A5Bi)k = |A] Ас Аз |. 
Bj. B> B 


2.28. Suponga que A = j + 2k y B = i + 2j + 3k. Encuentre: a) A x B, D B x A y c) (A + B) x (A — B). 


Solución 


i j k 
a) АхВ= (ј +20 х (+2) -30 = |0 1 2 
123 





1 2], JO 2]. JO 1 муул 
xi 31-1| Mis ЕЕ 
i j k 
b BxA=(i+2j4+3k)x (G+2k)=|1 2 3 
0 1 2 
2 3|. |1 3 1 2 
-| 21-1 2841, y Ki 2j+k 
Al comparar con el inciso a), tenemos que А x B = —(B x A). Note que esto equivale al teorema siguiente: si 


se cambian dos renglones de un determinante, cambia el signo de éste. 


c) A+B=i+3j+5kyA – В = -i- j – k. Entonces, 








! j 5 3 1 1 
(A+B)x(A-B)=| 1 3 5 - | i i | к 
-1--1--1 


— 2i — 4j + 2k. 


2.29. 


2.30. 


2.31. 


2.32. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Suponga que A = —i¡+j+k,B=i-j+k,C=i+j-— К. Calcule: а) (А хВ) хСур)А х (Вх C). 


Solución 


= 21+ 2j 


1 
а) n= 
1 





1 J 
Entonces (Ax В) х C = Qi+2p)x(i+j-k)=|2 2 0| = —2i + 2j 
1 1 














i j k 
b ВхС-1-1-К)х0-1-К)-11 -1 1| = 2j + 2k. 
1 1 —1 
| | pid jk 
Por tanto, А х (Bx C)=(-i+j+K)xQj+2k)=|-1 1 1|=2j-2k. 
02 2 








Así (A x В) x С = Ax (B x C). Esto demuestra la necesidad de usar paréntesis en A x B x C a fin de evitar am- 
bigüedades. 


Demuestre que: a) el área de un paralelogramo con lados que se tocan A y B, como se ilustra en la figura 2-11, 
es |A x В|. b) El área de un triángulo con lados A y B es Ах B]. 

Solución 

a) Área de un paralelogramo = АВ| = |A] sen 60 |B| = |A x B|. 


b) Área de un triángulo = ¿área del paralelogramo = 1А x B|. 














B a G- 4) 
Figura 2-11 Figura 2-12 Figura 2-13 


Demuestre la ley de los senos para los triángulos planos. 


Solución 


Sea que a, b y c representan los lados de un triángulo ABC, como en la figura 2-12. Entonces, a + b + c = 0. Al 
multiplicar sucesivamente a X, b X y e X, se encuentra que: 


axb-bxc-cxa 
es decir 


ab sen C — bcsen A — casen B 


o bien 


senA senB_senC 





a b C 


Considere un tetraedro como el de la figura 2-13, con lados Е), F2, Ез y F4. Sean Vi, V5, V5 y Va, vectores cuyas 
magnitudes sean iguales a las áreas de Fi, Р, Ез y F4, respectivamente, y cuyas direcciones sean perpendicu- 
lares a dichas caras en la dirección hacia fuera. Demuestre que V, + V; + У; + V4 = 0. 


Solución 


De acuerdo con el problema 2.30, el área de una cara triangular determinada por R y S es IIR x 8, 


2.33. 


2.34. 


2.35. 


CAPÍTULO 2 EL PRODUCTO PUNTO Y EL PRODUCTO CRUZ 


Los vectores asociados con cada una de las caras del tetraedro son 
Vi = 1A xB, Vj = 4B xC, V = ŁC xA y V, = (C - A)x (B – A) 
Entonces, 


Vi + V + V; + У = АХВ + BxC- СХА + (C- A) x (B – AJ] 
= 1 [А хВ ВХС + СХА + СхВ – СХА - АХВ АХА] = 0. 














Este resultado se generaliza a poliedros cerrados у, en el caso límite, а cualquier superficie cerrada. 
Debido a la aplicación presentada aquí, en ocasiones es conveniente asignar una dirección al área, por lo que 
se habla del área vectorial. 


Encuentre el área del triángulo cuyos vértices están en P(1,3,2), 0(2,—1, 1) y А(—1, 2, 3). 


Solución 





dj + (1 -2k = і 4) – k 


РО = 2 -Di + (-1-3 
-Q-3j- (8 -2k = -2i —j+k 


PR = (-1 - Di 





Del problema 2.30, 





E 1 1 
área del triángulo = 3 РО х PR| = 5 |G — 4j — k) x —2i — j + k)| 

















i j k 
1 1 1 1 
= ї -4 -1|= i+j-9k|= 24 (1) 4 2-24107. 
1з АЕ 51—514) 9 5/5) a? +9? = 7 10 





Determine un vector unitario perpendicular al plano de А = 2i — 6j — 3k y B = 4i + 3j — К. 


Solución 


А x В es un vector perpendicular al plano de A y B. 











i j k 
АхВ= |2 -6 -3|=15i— 10j + 30k 
4 3 -I 
AxB 15i — 10j + 30k 3, 2, 6 


Un vector unitario paralelo a A x B es 








AxB] Jas + CIO +G 7 T 7 


Otro vector unitario, en dirección opuesta, es (—3i + 2j — 6k)/7. Compare este resultado con el problema 2.14. 


Encuentre una expresión para el momento de una fuerza F con respecto de un punto P, como se ilustra en la 
figura 2-14. 


Solución 


El momento M de F con respecto de P tiene igual magnitud a P en la línea de acción de F. Entonces, si r es el 
vector de P al punto inicial Q de F, 


M = F(rsen 0) = rF sen 0 =|r x F| 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Si se piensa en un tornillo de rosca derecha en P, perpendicular al plano de r y F, entonces, cuando actúa la 


fuerza F, el tornillo se moverá en dirección de r x F. Debido a esto, es conveniente definir el momento como el 
vector M = r xF. 








Figura 2-14 Figura 2-15 


2.36. Como se aprecia en la figura 2-15, un cuerpo rígido gira con respecto de un eje a través del punto O con rapi- 
dez angular w. Demuestre que la velocidad lineal, v, de un punto P del cuerpo con vector de posición r está 


dada рогу = ох г, donde w es el vector con magnitud de w cuya dirección es aquélla en que avanzaría un 
tornillo de mano derecha con la rotación dada. 


Solución 
Como P viaja en un círculo de radio r sen 6, la magnitud de la velocidad lineal v es аг 8610) = leo x г. Asimismo, 


v debe ser perpendicular tanto a w como аг, y es tal que r, w y v forman un sistema de mano derecha. 


Entonces, v coincide tanto en magnitud como en dirección con w x r; así, v = w X к. El vector w recibe el 
nombre de velocidad angular. 


Productos triples 


2.37. Suponga que A = Aji + Ај + Ask, B = Ві + Boj + B3k y € = Сі + Ој + Ok. 
Demuestre que 


Ар Az Аз 
A*(BxC)— В, В» В» 
C; Q С» 
Solución 
i j k 
A*(BxC)—-A- Bi B) В» 
Ci C С; 


= (Аі + Aj + Ask) * [(B2C3 — B3C2)i + (ВС, — B¡C3)j + (B1 C5 — B2C¡)k] 
= A1(B5C3 — B3C5) + A2(B3C1 — B¡C3) + As(B1C» — ВС) 





Ay de Аз 
Bi B B 
СО 


2.38. Evalúe (i + 2j + 3k) (i + 3j + 5k) x (i + j + 6k). 
Solución 


Según el problema 2.37, el resultado es 





- 
є_ ч м 
dd Ur чо 





2.39. 


2.40. 


2.41. 


2.42. 


2.43. 


CAPÍTULO 2 EL PRODUCTO PUNTO Y EL PRODUCTO CRUZ 


Demuestre que А. (Bx C) = B- (Cx A) = С: (Ax B). 


Solución 
Ар Az Аз 
Según el problema 2.37, A-(BxC)=|B¡ B2 В, |. 
C; Q G 








De acuerdo con un teorema de los determinantes, si se intercambian dos renglones de un determinante, el signo de 
éste cambia, entonces tenemos lo siguiente: 





Aj As Аз В, B B В, Вэ B 
Bi Bj; Ву|--1А) Az А |= |С €; C4| 2 B: (Cx A) 
Сү Es 703 C OQ G Ai. А› Аз 
Ар А› Аз Сү € ©» € € G 
В, В В|=-|В В B3 —|Ai А А | 2 C* (Ax B) 
Cy O G Ar Az Аз В, В B 




















Demuestre que A · (Bx C) = (A хВ). C. 


Solución 


Del problema 2.39, А. (Bx C) = С: (Ax B) = (Ax B): C. 

En ocasiones, A · (B x C) se escribe sin paréntesis: A · B x C. En este caso no puede haber ambigüedad por- 
que las únicas interpretaciones posibles son A · (B x C) y (А · B) x C. Sin embargo, esta última no tiene ningún 
significado porque no está definido el producto cruz de un escalar con un vector. 

El resultado А. Bx С = Ax В. C en ocasiones se resume en el enunciado de que el punto y la cruz pueden 
cambiar su lugar sin que se afecte el resultado. 


Demuestre que A - (A x C) = 0. 


Solución 
Del problema 2.40 y del hecho que АХА = 0, se tiene que А. (Ax C) = (Ax A) С = 0. 


Demuestre que una condición necesaria y suficiente para que los vectores A, B y C sean coplanares es que 
A:BxC-0. 


Solución 


Observe que A · B х С no puede tener otro significado más que А. (B x C). 

Si A, B y C son coplanares, el volumen del paralelepípedo formado por ellos es igual a cero. Entonces, de 
acuerdo con el problema 2.43, А · Bx € = 0. 

А la inversa, A - B x € = 0, el volumen del paralelepípedo formado por los vectores A, B y C es igual a cero, 
por lo que los vectores deben encontrarse en el mismo plano. 


Demuestre que el valor absoluto del producto triple A · (B x C) es el volumen de un paralelepípedo con lados 
A, Вус. 
Solución 


Sea n un vector unitario normal a un paralelogramo /, con dirección de B x C, y sea h la altura del punto terminal 
de A sobre el paralelogramo / [vea la figura 2-16]. 


Volumen del paralelepípedo = (altura Л)(4геа del paralelogramo 7) 
= (A + m(B x C) 
= А · {B x Cin) = А.(Вх С) 


Si A, B y C no forman un sistema de mano derecha, A · n < 0, y el volumen = А “(Вх С). 


2.44. 


2.45. 


2.46. 


PROBLEMAS RESUELTOS 

















Figura 2-16 Figura 2-17 


Sean r; = xi + у) + zik, r2 = xj + уз} + z2k y r3 = xà + уз) + z3k los vectores de posición de los puntos 
Р\(х\, yy, 21), P365, ya, 22) y Рз(охз, уз, 23). Encuentre una ecuación para el plano que pasa por los puntos P, 
Р, y Р». 


Solución 


Supondremos que P;, Р» y Рз no están en la misma línea recta; entonces determinan un plano. 

Sea que r = xi + yj + zk denote al vector de posición de cualquier punto P(x, y, z) en el plano. Considere 
vectores PP; = г — ri, PiP; = r3 — гу y P¡P = r — ri, todos en el plano [vea la figura 2-17]. 

Según el problema 2.42, PP - Р.Р x PP =0 0 (r — г) (r2 – г) x (r3 — rı) = 0. 

En términos de coordenadas rectangulares se convierte en: 


[Gc — xi + O — yD) + ( — zk]: [G2 к) + (у; у) + (2 — zik] x [G3 — xpi + (уз = у) 
+ (23 — zı)k] = 0 








o bien, según el problema 2.37, 





Хх-Х|) уту 7 
Хї-Х|р yy z-—2z|-—0. 
X3—X1 ys—-y 2321 








Encuentre una ecuación para el plano determinado por los puntos P¡(2, —1, 1), Р›(3, 2, —1) y P3( — 1, 3, 2). 


Solución 
Los vectores de posición de Pi, P; y Р; y de cualquier punto Р(х, у, z) son, respectivamente, rj = 2i — j + k, 
r = 3i + 2j — k, r3 = —i + 3j + 2k yr = хі + yj + zk. 

Entonces, PP, = r - ri, PP, = г; — r; y PP, = гз — гу se encuentran en el plano pedido, de modo que 





(т — ц) (5 — р) х (13 = р) = 0 

















es decir, 
[x — 2)i + (y + Dj + (z - Dk]: [i + 3j 2k] x [-3i + 4j + к] =0 
[x = 2)) + (y + Dj + (с = Dk]: [11i + 5j + 13k] = 0 





11x = 2) + 5(у + D) + 13(с = D =0 о 11х + 5у + 13 = 30. 


Suponga que los puntos Р, О y К no se encuentran en la misma línea recta y tienen vectores de posición а, b 
y c relativos a un origen dado. Demuestre que a x b + b x c + exa es un vector perpendicular al plano de 


P,O yR. 
Solución 


Sea г el vector de posición de cualquier punto en el plano de Р, О у R. Entonces, los vectores r — a, b — a y 
€ — a son coplanares, por lo que según el problema 2.42 


(r—a)-(b—-a)x(c—-a)-0 о (г -а):· (ахь +Ъхсе + сха) = 0. 








Así, ахь + bxc + сха, es perpendicular ar — a, por lo que es perpendicular al plano de P, Оу К. 


CAPÍTULO 2 EL PRODUCTO PUNTO Y EL PRODUCTO CRUZ 


2.47. Demuestre que a) A x (Bx C) = B(A - C) - С(А · B) y b) (Ax B) x € = B(A* CO) - А(В. C). 

















Solución 
a) Sean A = Adi + Aj + Ask, B = Bii + Bj + ВК, C = Cj + Cj + Csk. Entonces 
i oj k 
Ax (B х C) = (Aii Аз) Ask) х В, В» B3 
C C С; 
= (Aii + Ал] + Ask) x ([B2C3 — B3C2]i + [B3C1 — B1C3]j + [B1C2 — B2C1]k) 
i j k 
ES Aj А» Аз 
B,C4 —B4C; B3C¡—B¡C3 ВС – ВС 
= (A3B1 С — A2B2C1 — АзВзС + A3B1C3)i + (43B2C3 — A3B3C2 — АВС + A1B2C1)j 
+ (АВС, — А,В,С» — АВС; + A5B4C5)k 
Asimismo, 





B(A ? C) = С(А 5 В) => (Ви + Вэ) UE ВзК)(А, С! | А»С» | A3C3) (Cj | Cj | СзК)(А, Ву + А,В, “р АзВз) 
= (АВС + АзВуСз — АСВ: — A3C1B3)i + (ВАС + B)A3C3 — ОАВ — C2A3B3)j 
+ (ВзА1С) + B3A2C2 — САВ, — СзА:В›)К 





de lo que se concluye el resultado. 


b) (AxB)xC= -Cx(AxB)- -(A(C: B) - B(C : A)} = В(А · С) — A(B · С), después de reemplazar A, 
B y C del inciso a) por C, A y B, respectivamente. 


Observe que A x (B x C) + (A x B) x C, es decir, la ley asociativa para el producto cruz de vectores no es 
válida para todos los vectores A, B y C. 


2.48. Demuestre que (A x B) - (Cx D) = (А · CB: D) – (А · DXB · C). 


Solución 
Del problema 2.41, X - (C x D) = (XxC):D.SeaX- A x B; entonces 


(AxB):(CxD)= ((AxB)xCj:D 
= {В(А. С) — А(В.С)}.р 
= (А · С)(В · р) — (А · р)(В · С), al aplicar el problema 2.47b). 


2.49. Demuestre que А x (Bx C) + Bx (Cx A) + C x (A x B) = 0. 


Solución 


Según el problema 2.47a), A x (B x C) = B(A · C) — C(A · B) 
Вх(СхА) = С(В. А) - A(B: С) 
C x (Ax B) = A(C: B) - B(C- A) 
A] sumar se llega al resultado. 


2.50. Demuestre que (A x B) x (Cx D) = B(A · CxD) - A(B- CxD) = CA: BxD) — р(А · Bx C). 


Solución 
De acuerdo con el problema 2.47а), X x (C x D) = C(X- D) - D(X-C). Sea X = A x B; entonces, 


(Ax B) x (Cx D) = C(A x B: D) - D(A xB -+ C) 
= C(A: B x D) - DA: Bx C) 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Según el problema 2.47b), (A x B) x Y = B(A · Y) — A(B - Y). Sea Y = С x D; entonces, 
(A x B) x (C x D) = В(А · C x D) — A(B: C x D). 
2.51. Sea POR un triángulo esférico cuyos lados p, q y r son arcos de círculos mayores. Demuestre que 


зеп Р  senQ _ sen R 
senp senq senr 





Solución 


Suponga que la esfera, que se ilustra en la figura 2-18, tiene radio unitario. Sean los vectores unitarios A, B y C 
dibujados del centro O de la esfera hacia P, Q y R, respectivamente. Del problema 2.50, 


(А х В) х (А х С) = (А-ВхС)А (1) 
Un vector unitario perpendicular а А х В y Ax C es A, de modo que la ecuación (1) se convierte en 


(sen r sen q sen P) А = (А · Bx CJA o bien (2) 
senrsenqsenP — A- BxC (3) 


Por permutación cíclica de p, q, r, P, O, R y A, B y C, obtenemos 


senpsenrsenQ = B- CxA (4) 
sen q senpsenR = C- AxB (5) 


Entonces, como los miembros del lado derecho de (3), (4) y (5) son iguales (vea el problema 2.39) 
sen r sen q sen P — sen p sen r sen O = sen q sen p sen R 
de lo que se concluye que 


senP  senQ senR 





senp senq  senr 


Ésta se llama ley de los senos para triángulos esféricos. 





Figura 2-18 


CAPÍTULO 2 EL PRODUCTO PUNTO Y EL PRODUCTO CRUZ 


2.52. Demuestre que (А x В). (Bx C) x (Cx A) = (А - Bx C). 


Solución 
Según el problema 2.47a), X x (С x A) = C(X- A) - А(Х · C). Sea X = Bx C; entonces, 


(В х С) х(С х А) = С(Вх С. А) – А(Вхс:· С) 
= С(А.ВхС)—- А(В.СхС) 





= С(А.ВхС) 
Así, 
(АхВ)-(ВхСух(СхА)-(АхВ).С(А-ВхС) 
= (AxB: CIA: Bx C) 
=(A-Bx Cy? 

A A Ор За къа b x c = 0. Demuest 
e . ados IOS vectores = » = = -————, Suponga que a * c A emuestre 
a:bxc a-bxc^ агрхс ponga Ч 

que 








а) a'-a-b':b-c':c-l, 

b) a'-b-a':c-',b':a-b':c-0,c'-:a-c'-:b-0, 
с) sia: bxc У, entonces a' * b' xc' = I/V, 

d) a',b'yc' no son coplanares si a, b y c no son coplanares. 


Solución 


bxc  ac:bxc 








Ig ca eacus = =1 
о а: рхсе a:bxc 
сха b:cxa a-:bxc 
b-b=b-b'=b-+ = = =1 
a*:bxc a:bxc a-:bxc 
А А axb c:axb a:bxc 
Cc*c—-c:c-ce- = = =1 





a-bxe a-bxc a-bxe 
bxe ¿AO O о 


b '“.«b=b-2%=b>-* = = = 
з а a*bxc a:bxc архс 





De manera similar se llega a los otros resultados. Lo anterior puede verse también si se observa, por ejemplo, que 
а’ tiene la dirección de b x c, por lo que debe ser perpendicular tanto a b como a c, de donde se concluye que a’ · 
b-0ya':c-70. 

De a) y D), se observa que los conjuntos de vectores a, b, c, уа’, b’, e”, son recíprocos. También consulte los 
problemas complementarios 2.104 y 2.106. 














, bxc , exa , axb 
c) а- ,b- DEN dE 
V V V 
ENT , (bxo:(exa)x(axb) (axb):(bxce)x(exa) 
Entonces, a * b x c = = 
y? y3 
bxc V? 1 4. 
= чере = ү = >, utilizando el problema 2.52. 
y? V y 


d) De acuerdo con el problema 2.42, si a, b y e no son coplanares, a * b x c + 0. Entonces, del inciso c), se con- 
cluye que a’ - b’ хе’ + 0, por lo que a’, b’ y c' tampoco son coplanares. 


PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS сэ 


2.54. Demuestre que cualquier vector г puede ser expresado en términos de los vectores recíprocos del problema 


2.53, como: 
г = (r- aa + (rbb + (г • сэс. 


Solución 
Del problema 2.50, B(A - Cx D) — A(B- C x D) = C(A- B x D) — D(A: Bx C). Entonces, 


A(B*CxD) B(A:CxD), C(A-BxD) 
A-BxC А-ВхХС | A-BxC 





D= 








Sean A =a, B=b, С=с y D = г. Entonces, 


r:bxc  r:exa  Frraxb 





r= а- T c 
a:bxc a:bxc a:bxc 


үс bxc aea exa рг. axb č 
ч a:bxc) ` a-bxcj ` a-bxc 


= (r* a^a + (r * bb + (r • che. 





PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


2.55. 


2.56. 


2.57. 


2.58. 


2.59. 


2.60. 


2.61. 


2.62. 


2.63. 


2.64. 


2.65. 


2.66. 


Evalúe: a)k:(ü *j, 9):-12К):1043К) y c)Qi—j+3k) + Gi + 2j - К). 


Suponga que A=i+3j-2k у B= 4i- 2j+ 4k. Calcule a)A +B, БА, c)B, d) [3A + 2B 
e) (2А +В) · (A — 2B). 





Encuentre el ángulo entre: a)A —3i + 2j - 6k y B=4i-3j+k; b)C=4i-2j+4k y 
D = 3i — 6j — 2k. 


Calcule los valores de a para los cuales los vectores A y B son perpendiculares, donde: 
aA=di-2j+k y В = 2а +а) – 48, bA=2i+j+ak y B=2i+ aj + k. 


Determine los ángulos agudos que la línea determinada por los puntos (1, —3, 2) y (3, —5, 1) forma con los ejes 
coordenados. 


Diga cuáles son los cosenos directores de la línea que une los puntos: 
a)(3,2,-4) y 0,-1,2, 9)(-5,3,3) у (-2,7,15). 


Encuentre los ángulos de un triángulo en el que dos de sus lados están formados por los vectores: 
aA=3i-4j-k y B=4i-j+3k, bA=-2i+5j+6k у B=3i+j+Qk. 








Las diagonales de un paralelogramo están dadas por A = 3i — 4j — k y B = 2i + 3j — 6k. Demuestre que el 
paralelogramo es un rombo y determine la longitud de sus lados y ángulos. 


Diga cuál es la proyección del vector A sobre el vector B, donde: 
aA=2i-3j+6k y B=i+2j+2k, 55)А-2-1-К y B= —6i+ 2j- 3k. 


Encuentre la proyección del vector A = 4i — 3j + k sobre la línea que pasa por los puntos (2, 3, —1) y 
(22, -4, 3). 


Encuentre un vector unitario perpendicular al vector A y al vector B, donde: 
aAA=4i-j+3k y B=-2i+j-2k, 5)А-6:-22)-53 y B=i+w+ 6j- 2k. 


Calcule el ángulo agudo que forman dos diagonales de un cubo. 


2.67. 


2.68. 


2.69. 


2.70. 


2.71. 


2.72. 


2.73. 


2.74. 


2.75. 


2.76. 


2.77. 


2.78. 


2.79. 


2.80. 


2.81. 


2.82. 


CAPÍTULO 2 EL PRODUCTO PUNTO Y EL PRODUCTO CRUZ 


Encuentre un vector unitario paralelo al plano xy y perpendicular al vector 4i — 3j + k. 


Demuestre que A, B y C son vectores unitarios mutuamente ortogonales, donde 
a) А = (2i — 2j + k)⁄3, В = (i+ 2j + 2k)3 y С-(21-41-2К)/3 
b) A = (12i — 4j — 3k)/13, B = (4 + 3j + 12k)/13 у C = (3i + 12j — 4k)/13. 


Encuentre el trabajo realizado por un objeto que se mueve a lo largo de una línea recta: 
а) de (3,2, —1) a Q, —1, 4), en un campo de fuerzas dado por F = 4i — 3j + 2k. 
b) de (3, 4,5) a (— 1, 9, 9), en un campo de fuerzas dado por F = —3i + 5j — 6k. 


Sea F un campo vectorial de fuerzas constante. Demuestre que el trabajo realizado por un cuerpo que se mueve 
alrededor de cualquier polígono cerrado en dicho campo, es igual a cero. 


Demuestre que un ángulo inscrito en un semicírculo es un ángulo recto. 





Sea ABCD un paralelogramo. Demuestre que AB?+ BC*+ CD?+ DA?= АС?+ BD? 


Sea ABCD cualquier cuadrilátero donde P y Q son los puntos medios de sus diagonales. Demuestre que 








AB?+ BC+ CD?+ DA?= AC + BD? + АРО? 


Esta es una generalización del problema anterior. 


Considere un plano P perpendicular a un vector A dado y a una distancia p del origen. a) Encuentre una ecuación 
del plano P. b) Exprese la ecuación del inciso a) en coordenadas rectangulares. 


Sean гү y Гэ vectores unitarios en el plano xy y que forman ángulos а y В con el eje x positivo. 
a) Demuestre que rı = cosoiá + ѕепој y que г› = cospi + senfj. 
b) Considere el producto гү • r2, demuestre las fórmulas trigonométricas 


cos(a — В) = cos a cos В + sen asen Ву cos(a + B) = cos асов В + sen а sen В 


Sea a el vector de posición de un punto dado (xi, yi, zi). y sea r el vector de posición de cualquier punto (х, y, 2). 
Describa la posición de r si: a) їг = al =3, b)r—-a):a-0 y c(r-a):r=0. 


Suponga que A = 3i + j + 2k y B = i — 2j — 4k son los vectores de posición de los puntos P y О, respectiva- 
mente. 

a) Encuentre una ecuación para el plano que pasa por Q y es perpendicular a la recta PO. 

b) Calcule la distancia del punto (— 1, 1, 1) al plano. 


Evalúe cada una de las siguientes expresiones: a) 2j x (3i — 4k), 5)0-42)хК, с) Qi — 4k) x (i + 2j). 
d) (4i +j – 2k) (31+ k) y е) (21+) – Ҝ) х (3 – 2j + 4k). 


Suponga que А —3i-j-2k у B=2i+3j+k. Determine: a) ІА х В 
c) (A + В) x (А — В). 





, b) (А + 28) х (2А – В) y 





Suponga que А =i- 2] – ЗК, В = 21+ ј - К y C-i-3j – 2k. Calcule: 
a) (AxB)xC| ОА :(ВхС), e(AxB)x(BxC) 
b) |Ax(BxC) d)(AxB):C, /(АхВХВ-С) 


Suponga que A + 0 y que cada una de las condiciones siguientes se cumplen simultáneamente; a) A · B = А · Су 
b) A x В = А x С. Demuestre que B = C, pero si sólo se cumple una de las condiciones entonces necesariamente 
B = С. 








Calcule el área de un paralelogramo con diagonales: а) A = 3i + j — 2k y B = i — 3j — 4k, 
b) A = 2i + 4j y B = —4i + 4k. 





2.83. 


2.84. 


2.85. 


2.86. 


2.87. 


2.88. 


2.89. 


2.90. 


2.91. 


2.92. 


2.93. 


2.94. 


2.95. 


2.96. 


2.97. 


2.98. 


2.99. 


PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


Encuentre el área del triángulo cuyos vértices son: a) (3, —1, 2), (1, —1, —3) y (4, —3, 1), 
b) (2, -3, 2), (72, 3, 2) y (4, 3, —1). 





Suponga que A = 2i + j — 3k y B = i – 2j + k. Encuentre un vector de magnitud 5 que sea perpendicular tanto 
a A como a B. 


Use el problema 2.75 para deducir las siguientes fórmulas; 
ѕеп(о — 8) = sen a cos f — cos а sen Ву sen(a +8) = sen a cos В + cos а sen В 


Suponga que se aplica una fuerza F = 3i + 2j — 4k en el punto (1, — 1, 2). Calcule el momento de Е con respecto 
del punto: a) (2, —1, 3), D) (4, —6, 3). 


La velocidad angular de un cuerpo rígido giratorio con respecto de un eje de rotación está dado por w = 4i + j — 2k. 
Determine la velocidad lineal de un punto P sobre el cuerpo cuyo vector de posición relativo a un punto sobre el 


eje de rotación es 2i —3j + k. 


Simplifique lo siguiente: а) (A + B) (B + C)x(C+A) DA: QA* В) хС. 


Demuestre que (A - B x C) (a* b x е) = 


Qu» 
an. a 
бу» 
бу o 
бу» 
ооо 


Encuentre el volumen del paralelepípedo cuyas aristas están representadas por: 
а) A=2i-— 3j+4k,B =і+ 2 – КуС = 31 – ј + 2К. 
b A=i-j¡+2kB=i+j-kyC=i-j-4k. 











Suponga que А. B x C = 0. Demuestre que se cumple cualquiera de las siguientes condiciones: a) A, В y С son 
coplanares pero no hay dos colineales, o bien b) dos de los vectores A, B y C son colineales, o c) todos los vectores 
A, B y C son colineales. 


Determine la constante a que hace que los vectores siguientes sean coplanares: 
a) 2i— j+ ki-c2j-3k,3i + aj + 5k, b) 3i — 3j—k, —3i — 2j + 2k, 6i + aj — ЗК. 











Suponga que A = ха + уб + тус, B = x;a + ур + с, y € = қа + y3b + зс. Demuestre que 








л y Аа 
A:BxC-c|x» у z(a:bxc) 
X3 Уз 23 


Demuestre que (A x C) x B = 0 es una condición necesaria y suficiente para que A x (B x C) = (Ax B) x C. 
Analice los casos en los que A: В = 00B: C = 0. 





Sea que los puntos P, О y R tienen vectores de posición r; = 3i — 2j — k, r = і + 3j + 4k y r; = 2i + j — 2k, 
relativos al origen O. Encuentre la distancia de P al plano OQR. 


Determine la distancia más corta: a) de (6, —4, 4) a la línea que une los puntos (2, 1, 2) y (3, —1, 4). 
b) de (1, —7, 5) a la recta que pasa por los puntos (13, —12, 5) y (23, 12, 5). 


Considere los puntos P(2, 1, 3), Q(1, 2, 1), R(—1, —1, —2) y SU, —4, 0). Encuentre la distancia más corta entre las 
rectas PO y RS. 


Demuestre que las perpendiculares que salen de los vértices de un triángulo hacia los lados opuestos (extendidos, 
de ser necesario) se encuentran en un punto (llamado ortocentro del triángulo). 


Pruebe que los bisectores perpendiculares de los lados de un triángulo se cortan en un punto (llamado circuncentro 
del triángulo). 


€» CAPÍTULO 2 EL PRODUCTO PUNTO Y EL PRODUCTO CRUZ 


2.100. Pruebe que (A x В). (Cx D) + (Bx C) - (Ax D) + (Cx A): (BxD) = 0. 
2.101. Sea PQR un triángulo esférico cuyos lados p, q y r son arcos de círculos mayores. Demuestre la ley de los cosenos 
para triángulos esféricos. 
cos p = cos q cos r + sen q sen r 


con fórmulas análogas para cos q y cos r que se obtienen con la permutación cíclica de las literales. Sugerencia: 
interprete ambos lados de la identidad. 


(AxXB):(AxC)=(B-C):(A-A) – (А · О)(В · A) 


2.102. Encuentre un conjunto de vectores recíprocos al conjunto de vectores: 
a) 21-3)-К,1-1-2К,-1-2)-2, b) 1-42)-4435,5-1-К,1-1-К. 

















bxc exa axb 
2.103. Suponga que a' = ,b- ‚с = . Demuestre que 
агрхс агЬхс агЬхс 
bxc b c xa ах Б 
а= == с = 
a bxc a bxc! a bxc 


2.104. Suponga que a, b, c y a”, b’, с’ tienen las propiedades siguientes: 








a'-a-b':b-c':c-1 
a'-b-a':c-b':a-b':c-c':a-c':b-0 








Demuestre que se cumplen las hipótesis del problema 2.103, es decir, 


, bxc y exa 2 axb 


a = = 2------, 
a bxe'” a:bxc' a:bxc 





2.105. Demuestre que los únicos conjuntos de vectores de mano derecha que son recíprocos entre sí, son i, j y k. 


2.106. Demuestre que sólo hay un conjunto, y sólo uno, de vectores recíprocos a un conjunto dado de vectores no copla- 
nares a, b y c. 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


2.55. a) 0,b)-6,c) 1 2.57. а) 90°, arc cos 8/21 = 67736" 
2.56. а) —10, b) /14, c) 6, d) V150, е)-14 2.58. а)а-2,-1,5)а-2 


2.59. arc cos 2/3, arc cos 2/3, arc cos 1/3 o 48212”, 48212”, 70232” 

2.60. а) 2/7, 3/7, —6/7 o -2/7, —3/7, 6/7, b) 3/13, 4/13, 12/13 o —3/13, —4/13, —12/13 
2.61. а) arc cos 7/4/75, arc cos V/26/ 4/15, 90? o 3624”, 53956”, 90? b) 68.69, 83.99, 27.5? 
2.62. 54/3/2, arc cos 23/75, 180? — arc cos 23/75; o 4.33, 72?8', 107°52' 


2.63. а)8/3,5)-1 2.66. arc cos 1/3 o 70?32' 
2.64. 1 2.67. (8i + 4jy/5 
2.65. a) +(i-— 2j – 2k)3, b) * Qi — j — 2ky3 2.69. a)15,b)13 


2.74. a) r-n— p donde n = АЈА = A/A, b) Aix + Ару + Azz = Ap 
2.76. а) Esfera con centro en (xi, y1, zi) y radio = 3. 
b) Plano perpendicular a a que pasa por su punto terminal. 


c) Esfera con centro en (x1/2, у1/2, 21/2) y radio ух? + ут + 22/2; o esfera con diámetro = a. 


2.77. 
2.78. 
2.79. 
2.80. 
2.82. 
2.83. 
2.84. 
2.86. 


2.87. 
2.88. 
2.90. 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


а) (r— В) (А – B)=00 bien 2x + Зу + 6z = —28; D) 5 


а) —8i — 6k, b) 2i — j, с) 8i — 4j + 4k, d)i — 10j — ЗК, е) 2i — 11) — 7k 


a) V195, b) —25i + 34j — 55k, c) 2V/195 


a) 54/26, b) 34/10, c) —20, d) —20, e) —40i — 20j + 20k, f) 35i — 35j + 35k 








a) 54/3, b) 12 2.92. 
a) V165/2, b) 21 2.95. 
X [5453/3] +j + k) га 
a) 2i — 7j — 2k, b) —3(6i + 5j + 7k) 2.97. 
—5i — 8j — 14k 2.102. 


a)2A: BXC,bD) A- Bx C 
a) 7, b) 12 


a)a = —4,b)a = —13 





3 

a) 3, b) 13 

32 

E 8 7. 7 5 
к-К, | Ec k 

E E sk ird. 


b) (2i + 4j + 6k)/28, (5i — 4j + ky28, 
(i + 9j — 11ky28 





Diferenciación vectorial 


3.1 INTRODUCCIÓN 


El lector está familiarizado con la diferenciación de funciones de una variable, f(x) evaluadas con números reales. 
En específico tenemos: 


na. df ES) 
[Xm HD h 





Aquí extenderemos esta definición a funciones de una variable evaluadas con vectores. 


3.2 DERIVADAS ORDINARIAS DE FUNCIONES DE VARIABLE VECTORIAL 


Suponga que R(u) es un vector que depende de una variable escalar u. Entonces 


AR _ Ríu + Au) — R(u) 
Au Au 





donde Au denota un incremento en u, como se ilustra en la figura 3-1. 
La derivada ordinaria del vector R(u) con respecto al escalar u está dada como sigue cuando existe el límite 


dR , AR , R(u+Au) — R(u) 
— lím — lím 
du А50 Аи  Au>0 Au 





Como dR/du es un vector que depende de u, consideramos su derivada con respecto del escalar и. Si dicha derivada 
existe la denotaremos con d?R/du?. Las derivadas de orden superior se describen en una forma similar. 


AR = R(u + Au) - R(u) 











RD 





Figura 3-1 Figura 3-2 


3.2 DERIVADAS ORDINARIAS DE FUNCIONES DE VARIABLE VECTORIAL 


Curvas en el espacio 


Considere ahora al vector de posición r(u) que une al origen O de un sistema de coordenadas con cualquier punto 
(x, y, z). Entonces 


г(и) = x(u)i + y(u)j  z(u)k 


y la especificación de la función vectorial r(u) define a x, y y z como funciones de u. 
A medida que u cambia, el punto terminal de r describe una curva en el espacio cuyas ecuaciones paramétricas 
son 


х= х(и), у= у(и), z= zu) 
Entonces, la expresión siguiente es un vector en la dirección de Ar si Au > 0, y en la dirección de —Ar si Ди < 0 
[como se ilustra en la figura 3-2]: 
Ar  r(u + Au) — r(u) 
Au Au 





Suponga que 


existe. Entonces, el límite será un vector en la dirección de la tangente a la curva en el espacio en (x, y, z) y está dado 
por 





dr dx, dy, dz 
= 1+>) 
du du du du 


Movimiento: velocidad y aceleración 


Suponga que una partícula P se mueve a lo largo de una curva, C, en el espacio cuyas ecuaciones paramétricas son 
X = x(t), y = y(t) y z = z(t), donde t representa al tiempo. Entonces, el vector de posición de la partícula P a lo largo 
de la curva es 


r(t) = х(0і + yOj + z(0k 


En tal caso, la velocidad v y la aceleración a de la partícula P están dadas por: 








dr dx, dy, dz 
=у@ф=-—=—1+—)+—К 
ди dt a аг! dt 
2 2 2 2 
acum dr dw dx. dy, diz 





d? dr аб а? ай 
EJEMPLO 3.1 Suponga que una partícula P se mueve a lo largo de una curva cuyas ecuaciones paramétricas, en las que 
t representa al tiempo, son las siguientes: 


x = 402 + 8, у = 2 соѕ 3f y z-—2sen3t 


a) Determine su velocidad y aceleración en cualquier momento. 
b) Encuentre las magnitudes de la velocidad y la aceleración en £ = 0. 


a) El vector de posición de la partícula P es 





r = xi + yj + zk = (402 + 801 + (2 cos 3£1)j + (2 sen 30К 


CAPÍTULO 3 DIFERENCIACIÓN VECTORIAL 
Entonces, la velocidad v y la aceleración a de P son: 


у= _ = (801 + 8)i + (“6 sen 31)j + (6 cos 31)k 


d 
a- Z = 80i + (—18 cos 3M)j + (—18 sen 30)k. 





b) Enf=0, у = 8i + 6k ya = 80i — 18]. Las magnitudes de la velocidad v y la aceleración a son: 


м = V (8) + (6? 210. y |а| = (80) + (18? = 82 





3.3 CONTINUIDAD Y DIFERENCIABILIDAD 


Una función escalar ф(и) es continua en u si 
lím Ф(и + Au) = ф(и) 
Au>0 


En forma equivalente, ф(и) es continua en и si, para cada número positivo e, es posible encontrar un número positivo 
ó tal que 


¡Hu + Au) — ф(и)| < e siempre y cuando [Аи < ô 





Una función vectorial R(u) = R¡(wi + А(и)ј + Кх(иЖ es continua en и si las tres funciones Ё|(и), Ra(u) y Кз(и) 
son continuas en и o si líma, 50 R(u + Au) = R(u). De manera equivalente, R(u) es continua en и si рага cada número 
positivo e es posible encontrar un número positivo ô tal que 


Ru + Au) — R(u)| < e siempre y cuando [Аи < 8 


Una función escalar o vectorial es diferenciable de orden n si su n-ésima derivada existe. Una función diferen- 
ciable necesariamente es continua, pero no a la inversa. A menos que se diga otra cosa, supondremos que todas las 
funciones consideradas en el texto son diferenciables hasta el orden que sea necesario en un análisis particular. 

Se aplica la siguiente proposición. 


PROPOSICIÓN 3.1 Suponga que A, B y С son funciones vectoriales diferenciables de un escalar и, y que $ es 
una función escalar diferenciable de u. Entonces se cumplen las leyes siguientes: 





i) Larp- 
du du 
ii) d amaa гт 
du du du 
iii) —(A x B)=A apo Д8 B 
du 
d d^ | d$ 
A +—А 
iv) 24 ФА) Фе d 
y) Со Вх С) = А BEA EX c+”. BxC 
vi) (А хх ОА х (вх) +A х (5 с) вхо) 
и 


En la proposición 3.1 el orden de los productos puede ser importante. 


3.4 DERIVADAS PARCIALES DE VECTORES 


d 
EJEMPLO 3.2 Suponga que A = 5u%i + uj — uk y que B = sen ui — cos uj. Encuentre du (А · В) 
и 
dB , dA 
. + . 
du аи 


B 





d 
A-B)=A 
g OB) 


= (5и + uj — uk)» (cos иі + sen uj) + (10ui + j — Зи2Ҝ) - (sen ui — cos uj) 
= [Su? cos u + u sen и] + [10u sen u — cos u] 


= (5u? — 1) cos u + 1lu sen u 


Otro método 
A- В = 5i? sen u — u cos u. Entonces 


d d 
me BE (Su? sen и — ut cos u) = 5u? cos и + 10u sen и + u sen u — cos u 
и и 


= (Su? — 1) cos и + llu sen u 


3.4 DERIVADAS PARCIALES DE VECTORES 


Suponga que A es un vector que depende de más de una variable, por ejemplo de x, y y z. Entonces, escribimos A = 
A(x, y, z). La derivada parcial de A con respecto de x se denota y define como sigue, cuando existe el límite: 


JA 2 A(x + Ах, y, 2) ял A(x, y, 2) 
= lím 
Óx Ахәб Ax 





De manera similar, las derivadas parciales de A con respecto de y y z son las siguientes, respectivamente, cuando 


existe el límite: 








дА — ii A(x, y + Ay, 2) — A(x, у, 2) 
ду Ay>0 Ay 
JA , А(х, y, z Az) — A(x, y, 2) 
Oz А0 Az 


Los conceptos de continuidad y diferenciabilidad de funciones de una variable se extienden a funciones de dos 
o más variables. Por ejemplo, dx, y) es continua en (x, y) si 


lím ф(х + Ax, y + Ay) = ф(х, y) 
Ax>0 
Ay>0 


O si para cada número positivo e es posible encontrar un número positivo ó tal que 
|ф(х + Ax, y + Ay) — ф(х, y) «e siempre que [Ах «ó yque |Ay|< 8 
Se aplican definiciones similares para funciones vectoriales de más de dos variables. 
Para funciones de dos o más variables utilizamos el término diferenciable para indicar que la función tiene pri- 


meras derivadas parciales continuas (otros autores emplean dicho término con un sentido un poco distinto). 
Se definen derivadas de orden superior del mismo modo que en el cálculo. Por ejemplo: 


A _ д [9А PA ð (дА QA _ д (дА 
х2 әх\дх/ ду? ду\ду/ 02 010 


OA 0 (дА OA _ д (дА ФА о (ФА 
дхду Ox \ ду дудх ду\дх// Oxo ox Voz 
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En el caso en que A tiene derivadas parciales continuas al menos de segundo orden, tenemos 
PA PA 


дхду дудх 
Es decir, no importa el orden de diferenciación. 
БЫ 


0x20z 





EJEMPLO 3.3 Suponga que ф(х, y, z) = xyz y A = xi + + хук. Encuentre (ФА) en el punto Р(1, 2, 2). 
ФА = ху? + хуг) + dy zk 
д 
эг 0 = xyi + ху] xy) 
z 
92 
—- (9A) = 2ху2і + y?j + 2xy°k 
дхдг 


3 





A) = 2y'i + 2у°К 
aia; 94) yi + 2y 
3 


9 
=1,у= = = 8i + 16k. 
Cuando x = 1,y=2yz=2, PS (ФА) = 8i + 16k 





Las reglas para la diferenciación parcial de vectores son similares a las del cálculo elemental para funciones 
escalares. En particular se aplica la siguiente proposición: 








PROPOSICIÓN 3.2 Suponga que A y B son funciones vectoriales de x, y y z. Entonces, se cumplen las leyes que 
siguen: 
9 oB дА 
i) —(A:B)-A: — +—-B 
Ox Ox дх 
д ðB дА 
ii) =—(AxB)=Ax—+>— х В 
Ox Ox дх 
Ф д [а д aB дА 
iii) (A: B) = (A: B); = А · | -В 
дудх ду {9х ду Ox дх 


В дА В дА В 2А 
EA ал E тар 


. * B, y así sucesivamente. 
дудх ду Ox дх ду дудх 





Las reglas para las diferenciales de vectores son, en esencia, las mismas que las del cálculo elemental, como se 
plantea en la proposición siguiente. 


PROPOSICIÓN 3.3 Suponga que A y B son funciones de x, y y z. Entonces se cumplen las siguientes leyes. 
i) Si A = Aj + Ај + Ask, entonces dA = dAji + 432) + dAsk 


ii) dA-B) - ·аВ + dA: B 
iii) d(A x B) = A xdB + dA x B 
ðA ðA ðA 


iv) Si A = A(x, y, z), entonces dA = dA dx 4 dy 4 dz, y así sucesivamente. 
дх ду Oz 








3.5 GEOMETRÍA DIFERENCIAL 


La geometría diferencial involucra el estudio de curvas y superficies. Suponga que C es una curva en el espacio 
definida por la función r(u). Entonces, ya se vio que dr/du es un vector en la dirección de la tangente a C. Suponga 
que se toma el escalar u como la longitud de arco s medida a partir de algún punto fijo sobre C. Entonces, dr/ds es 
un vector unitario tangente a C y que se denota con T (vea la figura 3-3). La tasa de cambio de T con respecto de s 
es una medida de la curvatura de С y está dada por dT/ds. La dirección de dT/ds en cualquier punto dado de C es 


PROBLEMAS RESUELTOS O 


normal a la curva en dicho punto (vea el problema 3.9). Si N es un vector unitario en esa dirección normal, se deno- 
mina normal principal a la curva. Entonces, dT/ds = kN, donde к recibe el nombre de curvatura de C en el punto 
especificado. La cantidad p = 1/x se llama radio de curvatura. 


© 


тш 
= 


-— _ 


Figura 3-3 





O 


Un vector unitario B perpendicular al plano de T y N, y tal que B = T x N, se llama binormal a la curva. Se con- 
cluye que las direcciones T, N y B forman un sistema de coordenadas rectangulares de mano derecha en cualquier 
punto especificado de C. Este sistema de coordenadas recibe el nombre de triedro o tríada en el punto. A medida que 
s cambia, el sistema de coordenadas se mueve y se conoce como triedro móvil. 


Fórmulas de Frenet-Serret 


Existe un conjunto de relaciones que involucran a las derivadas de los vectores fundamentales T, N y B, y que se 


conocen como fórmulas de Frenet-Serret, y están dadas por 
dT dN dB IN 
Зэр — 4B. кау c eed 
ds ds ds 


donde теѕ un escalar llamado torsión. La cantidad с = 1/7 recibe el nombre de radio de torsión. 

El plano basculante en el punto P de una curva, es aquel que contiene a la tangente y la normal principal en P. 
El plano normal es el que pasa por P y es perpendicular a la tangente. El plano rectificador (o de rectificación) es el 
que pasa por P y es perpendicular a la normal principal. 


Mecánica 


Es frecuente que la mecánica incluya el estudio del movimiento de partículas a lo largo de curvas (esta disciplina se 
conoce como cinemática). En esta área son valiosos algunos resultados de la geometría diferencial. 

La dinámica considera el estudio de las fuerzas que actáan sobre objetos en movimiento. En este campo es fun- 
damental la famosa ley de Newton que afirma que si F es la fuerza neta que actúa sobre un objeto de masa m que se 
mueve con velocidad v, entonces 


d 
p 
2i (mv) 


donde mv es el momento del objeto. Si m es constante, ésta se convierte en F = m(dv/dt) = ma, donde a es la ace- 
leración del objeto. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


3.1. Suponga que R(u) = x(u)i + у(и)ј  z(u)k, donde x, y y z son funciones diferenciables de un escalar u. De- 
muestre que 

dR — dxi 

du du du du 
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Solución 
48 ,  R(ucAu)- К(и) 
— = Иш == 
du М-0 Au 
— [x(u + Aui + y(u + Au)j + z(u + Awk] — [х(и)і + у(и)) + z(u)k] 
о Ди 
, x(u + Au) —x(u), y(u + Au) – y(u), и + Au) — z(u) 
A Au i Au 1+ Au k 
= 22 + d + Ek 
du du du 
32. Dado R = (3 i+ (3 j + (47k. E t к MES ас 
P = 2 ¿a 2 Ss € E 
ado (3 cos Ni + (3 sen Nj + (47) ncuentre ЯЛ Ер di y di 
Solución 
) UN E 4% Di + 4% 0) + 4 док = (-3 Di+G tj + 4k 
а) Tu cos 04-21 Gsen Dj + = sen Г)і cos 1) : 
PR d (ак d d d 
= = ¡+2 ¡+= (4k = (— 1+(— j. 
b) di di ($) FA 3 sen t)i di (3 cos t)j di (4)k = (—3cos t)i + (—3sen £)j 
c) eR [(—3sen 1)? + (3 соѕ 0) + (4)? = 5 
dt ` 
2 
d) a = [(—3 соз)? + (—3 sen t) (0817 =3. 








3.3. Una partícula se mueve а lo largo de una curva cuyas ecuaciones paramétricas son x = e ' 


yz = 2 sen 31, donde t es el tiempo. 


‚ у = 2 соз 3t, 


a) Determine su velocidad y aceleración en cualquier instante. 


b) Encuentre las magnitudes de la velocidad y aceleración en т = 0. 


Solución 





a) El vector de posición г de la partícula es r = xi + yj + zk = e "i + 2 cos 3] + 2 sen3fk. Entonces la velocidad 
es v = dr/dt = еі — 6 sen 3tj + 6 cos З y la aceleración es a = d?r/d? = e — 18 cos 3] — 18 sen 3tk. 


b) Ent —0, dr/dt = —i + 6k y d?r/d? = i — 18). Entonces 
La magnitud de la velocidad en т = 0 es y ( 1Y + (6 = v37 


La magnitud de la aceleración en t = 0 es (1 + 18) = 4325. 








3.4. Una partícula se mueve a lo largo de la curva x = 22, у= Ё - 4 y z= —t — 5, donde t es el tiempo. 
Encuentre las componentes de su velocidad y aceleración en el momento г = 1 еп la dirección i — 2j +2k. 


Solución 


dr d 
Velocidad = — = — [(27)ї + (2 — 40 j + (—t — 5)k 
elocidad = 2. pA 1+ ( dt 5)k] 


= (Afi - Qt —4j—k-4i-2j—k ent=1. 





i— 2j+ 2k 


El vector unitario en la dirección i — 2j + 2k es == 
VQ +2? + OY 








3.5, 


3.6. 


3.7. 
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Entonces, la componente en la dirección dada es (4i — 2j — k) * (3i — 5j +4k) =2 





Pr а (аг а 
Aceleración = 2 = = арі + Qr—4)j — k] = 4i +2}. 
celeración = 75 == ( 3 3i [(4t)i + ( Jj — kl 1 t 2j 


Entonces, la componente de la aceleración en la dirección dada es (4i + 2j) - (Fi — 2j +4k) = 0. 


Una curva C está definida por sus ecuaciones paramétricas x — x(s), y = y(s) y z = z(s), donde s es la longitud 
de arco de C medido a partir de un punto fijo sobre C. Si r es el vector de posición de cualquier punto sobre 
C, demuestre que dr/ds es un vector unitario tangente a C. 


Solución 


El vector 


d dx. dy, ас 
— (d + yj + zk) = і +) + к 
d (хі + yj + zk) = л dd 


dr 

а 

es tangente а la curva х = x(s), у = у(ѕ) y z = z(s). Para demostrar que tiene magnitud unitaria, observe que 
a? (дууг (dol Каю? + Sa, 

— Vids) Ads) Ms) — (ds d 


ya que (ds)? = (dx)? + (dy? + (dz), que es un resultado del cálculo. 





dr 
ds 














a) Encuentre el vector unitario tangente a cualquier punto sobre la curva x = P? — t, y =4t— 3 yz = 22 — 81. 


b) Determine la tangente unitaria en el punto en que f = 2. 


Solución 


а) Una tangente a la curva en cualquier punto es 


e = — ¿LE — tji + (4t — 3j + (22 — 8t)k] = Qt — Di + 4j + (4t — 8)k. 





La magnitud del vector es Іағ/ай = [Qt — 1 + (4? + (4t — 8)2]!2. Entonces, el vector unitario tangente 
requerido es 


T = [Qt — Di + 4j + (4t — 8)k]/[(2t — 1? + (4 + (4t — 8)2]!2. 





Note que como |dr/di| = ds/dt, se tiene que 


_ dr/dt dr 
"амар 45 
lode i + 4j 
b) Ent = 2, el vector unitario tangente es T = ЗЕ) = 314 4). 





/Gy-ayro ^ 
Suponga que À y B son funciones diferenciables de un escalar u. Demuestre que: 


B A B A 
a) d Byz n В, b) 4 (A x B)-A XB в 
du du du du du du 
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Solución 





+AA)-(B+AB)-A- 
д) d (А-В) = ит (А + AA): (В+АВ)—А.В 
du Au>0 Au 
, A-AB * AA: B - AA: AB 
ím 
Au>0 Au 
AB AA AA dB | dA 
è . . + -B 


= íí + +=. ДВ = 
dim s Au Au Б Au AB ex du du 











Otro método 
Sea A = Aji t A>j + Ask, В = Bii + В») + B3k. Entonces 


d d 
— (А. B) = — (AıBı + АВ, + A3B3) 
аи аи 














du du du du du du 
ВАУ g 
du аи 
d А + АА B-AB)—AxB 
b LaAxB)= lím" мэ шаг 
du Au>0 Au 
~ А хАВ+ЛА х В+ЛА х АВ 
= lím 
Ан-»0 Au 
AB AA AA 
= lí + 
AE хил? Ag nh 
Е dB | dÀ B 
Е * du d 
Otro método 
А i k 
d gt o 
(4х8) = = Aj A» Az 
" “IB, Bj B 


Con el uso de cierto teorema sobre la diferenciación de un determinante, el resultado anterior se convierte en 





i j k 1 j k 
A A A dB | dA 

1 2 Py dA, dA» адз | _ 422 2 <B 
dB, ав, авз du du du du du 
du du du В, B, В; 


а а 
3.8. Suponga que А = 5г1 + tj — Pk y que B = sen fi — cos rj. Encuentre: а) q A х B) y b) q A - A). 





Solución 
a) d (А-В) -aA g 
dt dt dt 


= (521 + tj — PK)- (costi + sen tj) + (10ti + j — 3%k)- (sen ti — cos tj) 


= 5t? cost + tsent + 107 sen t — cost = (517 — 1)cost + 111sent 
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Otro método 


A - В = 52 sent — t cos t. Entonces 
d 


d 
q AB) = „Ог sen t — t cos Г) = 5 cost + 10t sen t + tsen t — cos t 


= (5 — 1)cost + 1tsent 





d dB dA ; j j ! j s 
-(АхВ)-А + В = | 52 t —P|+|10£ 1 -38 

5) a x B) x a x 5 0 3 

cost sent 0 senf —cosf 0 


= [P sen ti — f? cos tj + (5? sen t— tcos t)k] 
+ [-3 cos ti — 3? sen tj + (—10г cos t — sen £)k] 
= (P sen t — 38 cos ti — (P cost + 3? sen t)j + (512 sen t — sen t — 11tcos t)k 


Otro método 














i j k 
А хВ = | 52 t P | = Р costi — P sen rj + (—5P cost — t sen К 
sent —cost 0 
d 
Entonces 406 x B) = (P sen t — 3? cos t)i — (P cost + 3? sen f)j + (51° sen t — 11tcost — sen £)k 
d dA dA dA 
2 А-ГА)-А: + ‚А =2А. 
жоо йй й 


= 2(5t^i + tj — Pk). (10ri + j — 32K) = 1007 +21 + 6 
Otro método 
А.А = (57)? + (t? + (PY = 25t* +2 +16 
d 
Entonces 05 +P +10) = 100P +21 +66. 


3.9. Suponga que A tiene magnitud constante. Demuestre que A * dA/dt = 0 y que A y dA/dt son perpendiculares, 
siempre y cuando |ФА/ + 0. 


Solución 
Como A tiene magnitud constante, A - A = constante. 


‚4А _ dA. dA 











Entonces, d (A-A)=A + A =2А. =0. 
dt dt dt dt 
dA : dA . 4А 
Por lo que A- m O y A es perpendicular a E siempre que a + 0. 
3.10. Suponga que A, B y C son funciones diferenciales de un escalar u. Demuestre que 
d dC dB dA 
—(A:BxC)-A-Bx +A: xC+ |:BxC. 
du ( ) du du du 


Solución 


d d dA 
De acuerdo con los problemas 3.7a) y 3.7b), PE Вх С) = А: 2, х С) + a В хс 
и и и 


ас ав аА 
= А. |В х — + — +— -B 
| Seu axe du XE 


dC dB dA 
—A: +A: + . 
A'B x-z A Ju х С 2. BxC 
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3.11. Una partícula se mueve de modo que su vector de posición está dado por г = cos ой + sen «rj, donde w es 
una constante. Demuestre que a) la velocidad v de la partícula es perpendicular a r, b) la aceleración a está 
dirigida hacia el origen y tiene una magnitud proporcional a la distancia a éste y c) r x v = un vector cons- 


tante. 
Solución 
dr . 1 
a) у= T — о ѕеп oti + «cos wtj. Entonces 


г, у = [cos ой + sen otj]* [—«sen oti  ccos wfj] 


= (cos ot)(— «sen wt) + (sen wt)(wcos wt) = 0 


yry v son perpendiculares. 


dr dv | : 
b) — = — = —o cos ой — o? sen wfj 


= —o [cos ой + sen etj] = орт 


Entonces, la aceleración es opuesta a la dirección de г, es decir, se dirige hacia el origen. Su magnitud es pro- 








porcional a |г|, que es la distancia al origen. 
с) r x у = [cos ой + sen oj] x [—osen ой + wcos otj] 
i j k 
= | соѕ æt ѕепої 0 


—wsen wt Wwcoswt 0 
2 2 2 
= w(cos wt + sen wt)k 
= wk, que es un vector constante. 


Físicamente se trata del movimiento de una partícula sobre una circunferencia, con velocidad angular constan- 
te w. La aceleración, dirigida hacia el centro del círculo, es la aceleración centrípeta. 


dA dA 
3.12. D t A: — — А. 
emuestre que 3 3 
Solución 
Sea A = Aji + Ал) + Ask. Entonces, А = yA? + A5 + Аз. 

















dA 1 dA А А 
—=-(42 + А2 + Аз) 2/24; зд epar Se 
de 2 dt dt dt 
д4 д, 42 24 dAz 
_ 1ш й dt 
(42 + А2 + Аз)? 
dA 
ASI 
dA dA 
= dt por lo que A— =A+ — 
A dt dt 
Otro método 
d d 
C A-A = А2 АА) = (А2). 
ото a ) al ) 
d dA dA dA dA 
A-A)=A: — + *A = 2А: A?) = 2A 
тийн dd йй A di 
dA dA dA dA 
Ent 2A: —— =2А— A*—— — AL. 
s di d ° d 


: dA 
Observe que si А es un vector constante, entonces А. dr — 0, como en el problema 3.9. 
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JA JA 
3.13. Sea A = Qx?y — xó)i + (е? — y sen x)j + (х2 cos y)k. Encuentre: a) 2 b) m 
dy 
Solución 
JA ð à à 
a) mS x^ + — (e? — ysenx)j + — (х2 cos y)k 
дх дх дх 
= (Axy — 4 )i + (уе? — y cos x)j + 2xcos yk 
JA ð à à 
b) = — (2x)y — xi + — (e? — y sen x)j + — (х2 cos y)k 
ду ду ду ду 


= 2x^i + (хе? — sen x)j — x? sen yk 











A ФА 
3.14. беа А el vector del problema 3.13. Encuentre: a) > y b) >. 
ax? dy? 
Solución 
a) 25-20 ду +0 уе? y-2o )k 
a2 Эх Xy x Ju эх уе y Cos x)J Эх X COS y 
= (4y — 12) + (у?е? + y sen x)j + 2 cos yk 
2 
b) йн - ^ (2х2)і + > (хе — sen x)j ^ (х2 sen y)k 


= 0 + le? j — х2 cos yk = xe?j — x? cos yk 
- ФА 
3.15. беа А el vector del problema 3.13. Encuentre: a) > —— y b) буйх 
x 


Solución 








PA ð (дА à 9. д 
а) - = —(2x°)i + — (xe? — sen x)j ( sen y)k 
дхду | Ox \ ду дх дх дх 
= 4хі + (aye? + е? — cos x)j — 2х sen yk 
PA 


b) 21 ба Ax - S уе? EE )k 
== = X X Ji € COS X т-(4ХС08 
дудх | Oy дх ду . ду 7 ! ду : 





= 4x + (aye? + е — cosx)j — 2x sen yk 


Observe que д2А/дудх = 0%A/0x0y, es decir que el orden de diferenciación es intrascendente. Esto es en general 
verdadero si А tiene derivadas parciales continuas de, al menos, segundo orden. 
3 


3.16. Suponga que ф(х, y, z) = хусу que A = xzi — xy?j + yk. Encuentre : (ФА) en el punto (2, —1, 1). 
дх“ д2 





Solución 


фА = (y? 2Gzi — ху?) + yk) = di - A + xy zk 





ð 
ә; 09 = óc di x y zj + ху 3k) = = 2х a — yj + 310 2k 








д 
ЫН (ФА) = ax 2x y zi ху) + 3109 2k) = 4xy zi = 2ху 1 F 3 2k 


93 
0x20z 





9 
(ФА) - x (Axy?z — 2xy^j + 3y°z K) = 4y? — 2y*j 


Six = 2, y = —1 yz = 1, el resultado se convierte en 4(—1)*(1)i — 2(—1)^j = 4i — 2j. 
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3.17. Sea F que depende de x, y, z y t, donde x, y y z dependen de t. Demuestre que 
dF дЕ дЕах , 0Fdy ОЕА; 


dt Ot Әха dy dt ðz dt 








con suposiciones razonables sobre diferenciabilidad. 


Solución 
Suponga que F = Fi(x, у, z, Di + Р(х, у, 2,0) + F3(x, у, z, (ОК. Entonces, 


dF = dFji + аР) + dF3k 


























IF дЕ дЕ дЕ дЕ. дЕ. дЕ 
ldt ldx + lay + gri [ae ax Ray e az lj 
дї дх ду д дх ду 02 
дЕ. дЕ. дЕ. дЕ. 
+ |22 dt + ах + dy + dz |k 
дї дх ду д2 
9Еү, дЕ. Е àF,. ӘЕ 
= [11 2i +k ~at ав. на. 3k |dx 
дї дї дх x 
BE. дЕ›. Л, ЭЕү c dE. дЕ. 
ppp p Rap uk 
ду dy ду д Oz дс 
298 OR ууд) 
UA tae К Mm 


dE _ дЕ, oFdx ӘЕау, ӘЕа: 
dt ðt  Oxdt дуй а 





por lo que 


Geometría diferencial 


dT dB dN 
3.18. Demuestre las fórmulas de Frenet-Serret: a) ds = к№ b) т —TN y с) E = 7B — «T. 


Solución 


T . dT : 
a) Como T: T = 1, se concluye, del problema 3.9, que Т. a = 0, es decir: a es perpendicular a T. 
5 5 


: Los 22, dT dT : 227 
Si N es un vector unitario en la dirección de entonces — = kN. Decimos que N es la normal principal, 
5 


ds 


к es la curvatura y p = l/k es el radio de curvatura. 


ах ат ам ам 
+ = + =Tx>. 
ds UN xN=Tx ED kKNxN=Tx ds 





dB 
b) Sea B = Tx N, por lo quez =Tx 





dB dN dB 
Ent T- =T-T = i —. 
ntonces ds x ds 0, por lo que T es perpendicular a a 


Pero como B : B = 1, se concluye que B - 2 = 0 (vea el problema 3.9), de modo que 2 es perpendicu- 
5 5 


lar a В у está en el plano de T y N. 


dB 
Como de está en el plano de T y N y es perpendicular a T, debe ser paralelo a N; entonces, 


Denominamos а В la binormal, т es la torsión y с = l/res el radio de torsión. 


c) Como T, N y B forman un sistema de mano derecha, también lo hacen N, B y T, es decir: N = Bx T. 





dT dB 
x + xT=BxkN-7N x T =-—kT + 7B = 7B — KT. 


Ent Ma B 
ntonces, ds de ds 


PROBLEMAS RESUELTOS 


3.19. Demuestre que el radio de curvatura de la curva cuyas ecuaciones paramétricas son х = x(s), y = у(ѕ) y 


z = z(s), está dado por 
2 N2 2N 2 22 
да ах + ау ES d'z 
ds? ds? ds? 


-1/2 





Solución 


El vector de posición de cualquier punto sobre la curva es r = x(s)i + y(s)j + z(s)k. Entonces, 








d d. T d d d 
T- p E p s m T ат _ х У; ©К. 
ds ds ds” ds ds ds? ds? ds? 


Pero dT/ds = kN, por lo que 





dT 
ds 





Кк = 


х e Фу a Po? 
ES 482) Nds] “Vds 








y se llega al resultado, ya que p =1/k. 


dr dr Br т 


ds de” ds р” 





3.20. Demuestre que 





Solución 
dr dr dT Pr dN | dk dk dk 
-T = — = = + = k(1B — KT) + - krB — T + 
ds ' ds? ds RN, 45 “ds ДҮР кл SD ds NET & ds N 
dr dr dr эм к 
ATAN (кв ет + TN) 


d 
-T (emn ENTE eN XN) 
5 


=T: (KTI + OB) 


х 
= ёт= 
p 
El resultado puede escribirse así: 
: | Г 3 x X z 
тэ [œ zi (y) TE (z") ] х! yl z" 
xt nr 2" 


donde los apóstrofos denotan derivadas con respecto de 5, con el empleo del resultado del problema 3.19. 
3.21. Dada la curva en el espacio x =1t,y = Ру: = 2D. Encuentre: a) la curvatura к y b) la torsión 7. 


Solución 


d) El vector de posición es г = fi +17] + $ ^k. Entonces, 


=, dr dr 2 4 2 4 242 | 2 
-ү2 = = (0) ON + (07)? 2 1-4 21 





аг 
dt 











dr 
dt 





ds 
=1+2+2k y > 
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y 
p- A/d 16244 2?К 
ds  ds/dt 1 +22 
dT _(1+2%0Qj+41k) — (i + 2tj + 2Pk)1(41) _ —4ti + (2 — 4P)j + Atk 
dt (1+ 202)? (1+ 20) 
Por lo que 


dT dT/dt -—4ti+(2-—4P)j + 4tk 














ds  ds/dt (1 + 22? 
Como dT/ds — kN, 
ат] (402-0 40) (4) a2 
714817 (14-22 (1422) 








1dT 21 + (1 — 28 )j + 2tk 





b) Del inciso a), N = 





k ds 1 +2? 
De modo que 
i j k 
1 2t 22 ЯГ?” 
28i —21j +k 
B-TxN- 2 2 Qj == AZAR 
x 1-22 1+2% 1-2 1428 


—2t 1-22 2t 
1-22? 1-422? 1+22 





dB  4ü-- (4? — 2)j — 4tk dB  dB/dt 41 + (4? —2)j — 4tk 


Ahora 
2 1 4 28! Y = а/а a +22) 











m —2ti + (1 — 2j + 2tk dB 2 
También, — TN = —7 . Com 


2, t жү ет. 
1+ 2g о d; TI se encuentra que т a En 22) 


Observe que para esta curva к = т. 


3.22. Para la curva del problema 3.21, en el punto £ = 1, encuentre ecuaciones en forma vectorial y rectangular 


para: a) la tangente, b) la normal principal y c) la binormal. 


Solución 


Sea que To, No y Bo denoten los vectores tangente, normal principal y binormal, en el punto requerido. Entonces, 
del problema 3.21, 


1+2) * 2k —2i — j + 2k 2i— 2j +k 
= 2 № = : y Bo === 


T » 
9 3 3 





Si A denota un vector dado mientras que ro y r denotan, respectivamente, los vectores de posición del punto 
inicial y un punto arbitrario de A, entonces г — ro es paralelo a A, por lo que la ecuación de A es (r — ro) X A = 0. 
Entonces, 


la ecuación de la tangente es (г — го) хТо = 0 
la ecuación de la normal principal es (г — го) х№ = 0 


la ecuación de la binormal es (г — ro x Bo=0 


PROBLEMAS RESUELTOS 


En forma rectangular, con r = xi + yj +zk y ro =і+ј + ik, éstas se convierten, respectivamente, en: 


х-1 у-1 z-2/3 х-1 y-1 z-2/3 х-1 y-1 z-2/3 
1 2 E Ea О 2 9 3 2 jn 





Estas ecuaciones también pueden escribirse en forma paramétrica (vea el problema 1.28 del capítulo 1). 


3.23. Elabore un bosquejo de la curva en el espacio x = 3 cos t, y = 3 sen t y z = 4t, y encuentre: a) la tangente 
unitaria T, b) la normal principal N, la curvatura k y el radio de curvatura p y c) la binormal B, la torsión 7 y 


el radio de torsión o. 


Solución 


La curva en el espacio es una hélice circular (vea la figura 3-4). Como t = z/4, las ecuaciones de la curva son 
x = 3 cos(z/4) y y = 3 sen(z/4) por lo que se encuentra sobre el cilindro + y? = 9. 


a) El vector de posición para cualquier punto sobre la curva es 
г = 3 cos ti + 3 sen tj + 4tk 


d 
Entonces, S = —3 sen ti + 3 cos tj + 4k 





dr 
dt 


ds _ 
dt 


dr  dr/dt 3 хас “Үзэн 
ds  ds/dt | PAM o EU iE 


_ [dr dr 
dt dt 





= Y 3 sen 1? + (3cost + 42 = 5 











Así, T 





dT d 3 х229 . 4 3 ЭР е 
b) = sen ti + -costj +-k | = cos ti sen rj 
а ах 5 3 5 5 5 









































dT  dT/dt 3 Н 3 ü 
ds  ds/d — 25 ^ 25448 
dT dT 
Como = KN, = |k||N| = к por tanto k= 0. 
ds ds 
dT 3 3 3 ХИР 1 _25 
Entonces к= = cos t | y sent] — y p=-=—. 
ds 25 25 25 K 3 
dT 1dT 
Para — = kN, obtenemos N = = —cos ti — sen rj. 
ds K ds 
i j k 
c) B=TxN=|—¿sent ¿cost $|-$seníi—$cosrj * 3k 
—cost —sent 0 
d 4 ‚4 . dB dB/d 4 ‚4 5 
— = -cos й + -sen rj, = = — cos fi t — sen fj 
а 5 5 ds  ds/dt 25 25 
N (—cos ti — sen tj) : cos ti + 4 senźj o E: 
TN = –т = т = o=- = —, 
17-55 2 38 Y 9 7074 





Plano normal ( Plano basculante 





E 




















Figura 3-4 Figura 3-5 


3.24. 


3.25. 
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Encuentre ecuaciones en forma vectorial y rectangular para los planos: a) basculante, b) normal y c) rectifi- 
cador, para la curva de los problemas 3.21 y 3.22, en el punto en que г = 1. 


Solución 


a) El plano basculante es aquel que contiene a la tangente y a la normal principal. Si r es el vector de posición de 
cualquier punto en dicho plano, y ro es el vector de posición del punto t = 1, entonces r — ro es perpendicular 
a Bo, la binormal en el punto £ = 1, es decir: (r — го) · Bo = 0. 

b) El plano normal es el que es perpendicular al vector tangente en el punto dado. Entonces, la ecuación requerida 
es (r — го). To = 0. 

c) El plano rectificador es perpendicular a la normal principal en el punto dado. La ecuación requerida es 
(г — ro) No = 0. 

En forma rectangular, las ecuaciones de los incisos a), b) y c) son, respectivamente, 


2(х — 1) — 2(у— D + 1(z 2/3) =0, 
1(х — 1) + 2(у — 1) + 2(z — 2/3) = 0, 
—2(х — 1) 2 1(y — 1) + 2(z — 2/3) = 0. 


La figura 3-5 muestra los planos basculante, normal y rectificador para la curva C en el punto P. 


d) Demuestre que la ecuación r — r(u, v) representa una superficie. 


дг : 
b) Demuestre que 35 х a representa un vector normal a la superficie. 
и ду 


Solución 


a) Si se considera que u tiene un valor fijo, digamos uo, entonces r = r(uo, v) representa una curva que se puede 
denotar con и = uo. De manera similar, и = u; define otra curva r = r(u;, v). Entonces, a medida que varía u, 
r = г(и, v) representa una curva que se mueve en el espacio y genera una superficie S. Así, г = r(u, v) repre- 
senta a la superficie 5 generada, como se ilustra en la figura 3-6a). 

Las curvas и = ио, и = Uy, ... representan curvas definidas sobre la superficie. De manera similar v = vo 
y v = v, representan curvas sobre la superficie. 

Al asignar valores definidos a u y v, obtenemos un punto sobre la superficie. Por ejemplo, las curvas 
u = uo Y v = vointersecan y definen el punto (uo, vo) sobre la superficie. Nos referimos a la pareja de números 
(u, v) como los que definen las coordenadas curvilíneas sobre la superficie. Si todas las curvas u = constante y 
v = constante, son perpendiculares a cada punto de intersección, llamamos ortogonal al sistema de coordena- 
das curvilíneas. Para un análisis más profundo de las coordenadas curvilíneas consulte el capítulo 7. 











Figura 3-6a Figura 3-6b 


b) Considere al punto P con coordenadas (uo, vo) sobre una superficie S, como se ilustra en la figura 3-6b). El 
vector dr/du en P se obtiene con la diferenciación de r con respecto de u, manteniendo a v = constante = vo. 
Según la teoría de curvas en el espacio, se concluye que дг/ди en P representa un vector tangente a la curva 
V = vo en P, como se ilustra en la figura. De manera similar, дк/ди en P representa un vector tangente a la 


PROBLEMAS RESUELTOS 


curva и = constante = uo. Como dr/du y ðr/ðv representan vectores en P tangentes a las curvas que están en 


la superficie S en P, se concluye que estos vectores son tangentes a la superficie en P. Por tanto, se llega a que 


or дг 
ET x — es un vector normal a S en P. 
и 


3.26. Determine una normal unitaria a la superficie siguiente, donde a > 9: 


r = а cos и sen vi + a sen u sen vj + a cos vk 


Solución 
or 1 р 
TE —asen usen vi + acos u sen vj 
и 
or 1 5 
E. = acosucos vi + asen u cos vj — а sen vk 
v 
i j k 
or дг 
Entonces — х— = | —asen usen v acos usen v 0 
ðu Ov 


acosucosv asenucosv —asenv 


= —a? cos user? vi — a? sen user? vj — a? sen v cos vk 


representa un vector normal a la superficie en cualquier punto (u, v). 


r дг dad 
pal аша 
m DNI ada por 








"E : 2. Or дг | 
Una normal unitaria se obtiene al dividir 25 х óv entre su magnitud, 
и v 





Vat cos? u sen" v + a* serf u sen v + at sen? vcos? v = Va (cos? и + sen? u) serf v + al sen? v cos? v 


= Vat sen? v( sen? v + cos? v) 


o si ѕепу > 0 


—а? ѕепу si seny <0 


Entonces, hay dos normales unitarias dadas por 
+ (соѕ u sen vi + sen u sen vj + cos vk) = tn 


Debe notarse que la superficie dada está definida por x = a cos и sen v, y = a sen и sen v, z = a cos v, por lo 
que se observa que x? + y? + 2? = a?, que es una esfera de radio a. Como г = an, se concluye que 


n = cos u sen vi + sen u sen vj + cos vk 
es la normal unitaria dirigida hacia afuera de la esfera en el punto (u, v). 


3.27. Encuentre una ecuación del plano tangente a la superficie x? + 2xy? — 32? = 6 en el punto Р(1, 2, 1). 


Solución 


La dirección N normal a una superficie F(x, y, z) = k, donde k es una constante, es: 


N = [Fs Fy, Р] 





Se tiene que F, = 2x + 2y?, F у= 2x, Е, = 322. Entonces, en el punto Р, la normal a la superficie (y al plano tan- 
gente) es N(P) = [10, 2, 3]. 

El plano tangente E en P tiene la forma 10x + 2y +32 = b. Al sustituir P en la ecuación se obtiene b = 10 + 
4 + 3 = 17. Entonces, 10x + 2y + 3z = 17 es la ecuación del plano tangente en P. 


CAPÍTULO 3 DIFERENCIACIÓN VECTORIAL 


Mecánica 


3.28. 


3.29. 


3.30. 


Demuestre que la aceleración a de una partícula que se mueve por una curva en el espacio con velocidad v 


está dada por 
d 2 
a="T+%N 
dt p 


donde T es el vector unitario tangente a la curva en el espacio, N es su normal principal unitaria y p es el radio 
de curvatura. 


Solución 


Velocidad v — magnitud de v multiplicada por el vector unitario tangente T 














0: v=vT 
Se deriva y queda, 
dv 4 у ат 
= = = + 
ааа 
Pero según el problema 3.18a), 
dT  dTds ds vN 
N N 
а dada ^ d ^5 7p 
Entonces, 
2 
a -Zr +(2) = тум 
а р а р 


Esto demuestra que la componente de la aceleración es dv/dt еп la dirección tangente a la trayectoria y v?/p en la 
dirección de la normal principal a la trayectoria. Esta última aceleración con frecuencia es denominada aceleración 
centrípeta. Para un caso especial de esta situación vea el problema 3.11. 


Si r es el vector de posición de una partícula de masa m relativo al punto O y F es la fuerza externa sobre la 
partícula, entonces r x F = M es el par de torsión o momento de F con respecto de O. Demuestre que M = 
dH/dt, donde H = r x mv y v es la velocidad de la partícula. 


Solución 
d 
M A AN, según la ley de Newton. 
р 8; T F jah 
ero (r x mv) = r x (ту) + x mv 
d 
= r x f (nv) +v x ту =r x S (nv) +0 
: _4 _ ан 
es decir: М = Ex mv) = 


Note que el resultado se cumple ya sea que т es constante o по. Н se llama momento angular. El resultado afirma 
que el par de torsión es igual a la tasa de cambio del momento angular con respecto del tiempo. 


Este resultado se extiende con facilidad a un sistema de n partículas con masas mi, т», ..., Mn, y vectores de 
n 
posición гу, r», ..., Ел, con fuerzas externas Кү, F>, ..., Е„. Para este caso, Н = Y mr, x vy es el momento angular 
k=1 


n dH 
total, M = У гу x F; es el par total, y el resultado es M = ar como antes. 
k=1 
Un observador parado en un punto fijo respecto de un sistema de coordenadas xyz con origen O, como se 


ilustra en la figura 3-7, mira un vector A = Aji + Азј + Ask y obtiene que su derivada con respecto del tiempo 


dA,. | dA», | dA} : "Tr . . 
е$ di 14 di | k. Más tarde se da cuenta de que en realidad él y su sistema de coordenadas giran con 


respecto de un sistema de coordenadas XYZ que se considera fijo en el espacio y cuyo origen también está en 





PROBLEMAS RESUELTOS 


O. Se pregunta, “¿Cuál sería la derivada de A con respecto del tiempo, para un observador que estuviera fijo 
en relación con el sistema de coordenadas XYZ?” 





Figura 3-7 


denoten respectivamente las derivadas de А con respecto del tiempo para 108 


m 





a) Sea que аз y — 
dt |, 


sistemas fijo y móvil. Demuestre que existe una cantidad vectorial w tal que 
аА) dA 


dt f dt 


+ох А 


т 








b) Sean Dyy Dn los símbolos de los operadores de la derivada con respecto del tiempo ер los sistemas fijo 
y móvil, respectivamente. Demuestre la equivalencia de los operadores 


D;= Dn FOX 


Solución 


a) Para el observador fijo, los vectores unitarios i, j y k en realidad cambian con el tiempo. Entonces, un observa- 
dor calcularía la derivada del tiempo como: 


dA аА, 4А» dA dk 
= ic 


Р 3 а 4) 
+ ЗК АГ БАГА 
Jm D» Agi 9 





(0 





а а а а dt 
deci A dA yi TA dj, ¿E 2 
es decir = 
| dij; dt, Fab c udo ° dt 2) 





Como i es un vector unitario, di/dt es perpendicular a i (vea el problema 3.9) y, por tanto, debe estar en el plano 
de j y k. Entonces, 





di 
— = aj + œk (3) 
p? 0o] T o» 
De manera similar, 
di 
2 = ak + аці (4) 
dk 
— = asi + 0%) 5 
4 051 T 05] (5) 
"NT T ЕУ: Р 
ei + j = 0, la diferenciación produce i: ^ + 7 j . Pero, it = 4de la ecuación ( уу j^« de 
la ecuación (3); entonces o4 = —0Q. 
En forma similar, de i * k — 0, i D E Lk Oy a= аз 


dk dj 
dej-k=0, | Л gr k-0ya = a. 
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di dj dk 
Entonces, Л = aj + ook, 5 = ask — ayi, a^ ai—-0aj y 
di dj dk : : ЭР 
Aj di c A5 ar + Аз 57 = (—0142 — 0M43)i + (аА — a3A43)j + (0А + 0332)К que se puede escribir como 
i j k 
Әз —0% а 
Ар А Аз 
Entonces, si se hace аз = «i, — a2 = ау о = оз, el determinante se convierte en: 
i j К 
Әр о) 03,-— 0X A 
A Az Аз 








donde w = оі + ој + ck. La cantidad w es el vector de velocidad angular del sistema móvil con respecto 
del sistema fijo. 


ЗЭЭ 4А . А . 
b) Por definición, D¡A = А = derivada еп el sistema fijo 
f 
dA : А 5 
DnA = E^ — derivada en el sistema móvil. 





Del inciso a), 
ПА =D, A + w+ A = (D, + ох )А 


y se demuestra la equivalencia de los operadores Ру = Dn + ох. 


PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


3.31. 
3.32. 


3.33. 


3.34. 


3.35. 


3.36. 


3.37. 


3.38. 
3.39. 





Suponga que R = e i 4 In(2 + 1)j — tan Ж. Encuentre: a) dR/dt, b) d R/dt?, c) ldR/dt y d) I? R/a?) en t = 0. 
Suponga que una partícula se mueve a lo largo de la curva х = 2 sen 3t, y = 2 cos 31 y z = 8t, en cualquier momento 
t» 0. 

a) Encuentre la velocidad y aceleración de la partícula. 

b) Calcule las magnitudes de la velocidad y la aceleración. 


Encuentre un vector unitario tangente a cualquier punto de la curva x = a cos œt, у = a sen ot y z = bt, donde a, 
b y о son constantes. 


Suponga que A = Pi — tj + (2t + 1)k y que B = (21 — 3)i + j — tk. Encuentre 





d d d d dB 
—(A-* — —|А + = 1. 
а) ga B), b) 5e 0), с) j^ B| УФ (ax LE 1 








Suponga que А = sen ui + cos иј + uk, В = cos ui — sen uj — 3k, y C —2i + 3j — К. 


d 
Encuentre PG x (B x С)) enu = 0. 
и 


dB dA dB dA 
. . 8) =A * B, donde A y B son funciones diferenciales de s. 





Demuestre que a) : (^ 
ds 








ds ds ds ds? 
d dB dA dB dA 
o) Sl iw ду ^ С цаг do 
d ау «PV dv ФУ 
A dt (v а“ às) 3 а “ав : 





а 
Suponga que А() = 321 — (t + 4)j + (2 — 2£)k y que B(t) = sen ti + 3e 'j — 3 cos Ж. Encuentre qee x B) en 
1-0. 
PA dA 
Sea dé = 6ti — 242) + 4 sen tk. Encuentre A dado que А =2i+j у m i—3ken1=0. 
Demuestre que r = e (С cos 27 + C; sen 217), donde C, y C» son vectores constantes, es una solución de la ecua- 


2 
ción diferencial Er + pdt + 5г = 0. 
аё dt 





3.40. 


3.41. 


3.42. 


3.43. 


3.44. 
3.45. 


3.46. 


PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 0 





2 
В РТ . r dr 

Demuestre que la solución general de la ecuación diferencial dà + 2a di + wr = 0, donde a y о son constantes, 

es 





а) r=e “ (cie iE E em Ten Яа -о»0 


b) re" (C, sen V à? — 021 + C5 cos Vw? — 21) sia? — e < 0. 
c) r- e" (C, + Сд ѕі а2 – а? = 0 


donde C; y C; son vectores constantes arbitrarios. 





Resuelva: a) 2 Д 5г = 0, b) бт +24 +r=0 y c) т + 4г = 0. 
аё а 1 аё а аг 
Resuelva: f =A, a = —Ү. 
dt dt 


дА PA YA A PA 
ду? Әх?” ду?? dxoy” dyóx 





JA 
Suponga que А = cos xyi + (3xy — 2x?)j — (3x + 2y)k. Encuentre эх” 
x 


92 
Si А = х2угі — 2х0] +х2Кку В = 2zi + yj — x? k. Encuentre (А x B) en (1, 0, —2). 
хоу 


Con C, y C; como vectores constantes y А como escalar constante, demuestre que Н = e^ (C, sen Ay + С» cos Ау) 
1 RN 1 . H ён 
satisface la ecuación diferencial parcial — + —— = 0. 
дх2 ду? 
Suponga que po es un vector constante, о y c son escalares constantes y i = J—1. Demuestre que А = 
PA 20 190A 


д2 ror с2 д2 





[рое'“ 7 ]/ғ satisface la ecuación . [Este resultado tiene importancia en la teoría electromag- 


nética.] 


Geometría diferencial 


3.47. 


3.48. 


3.49. 
3.50. 
3.51. 


3.52. 


3.53, 


3.54, 


3.55. 





Considere la curva en el espacio x = t — £/3, y = Ê y z = t + 2/3. Encuentre a) la tangente unitaria T, b) la cur- 
vatura к, c) la normal principal М, d) la binormal B y e) la torsión 7. 


Suponga que se define una curva en el espacio en términos del parámetro de la longitud de arco s, con las ecua- 
ciones 


x=arctans, y= IJxs +1) y z=s-—arctans 
Encuentre а) Т, Б) № с)В, d)x, е)т, Dp y go. 
Considere la curva en el espacio х = t, y = Ê y z = г (llamada hélice cúbica). Encuentre к y т. 
Demuestre que para una curva plana, la torsión 7= 0. 


Considere el radio de curvatura p = 1/к de una curva plana con ecuaciones y = f(x) y z = 0, es decir, una curva en 
el plano xy. Demuestre que p = [[1 + O Py”. 


Considere la curva con vector de posición г = a cos ui + b sen uj, donde a y b son constantes positivas. Encuentre 
su curvatura к y su radio de curvatura p = 1/к. Interprete el caso en que a = b. 





Demuestre que las fórmulas de Frenet-Serret se pueden escribir en la forma p ох T, E —-oxNy m о x B. 
También determine в. ds ds ds 
А "Р |f x El 
Pruebe que la curvatura de la curva en el espacio r = r(f) está dada numéricamente por к = ————, donde los 
puntos denotan diferenciación con respecto de t. 
хү 


a) Considere la curva en el espacio г = r(t). Pruebe que т = рага la curva en el espacio r = r(£). 


rx Fl? 
b) Suponga que el parámetro / es la longitud de arco s. Demuestre que 
dr dr dr 
Lu а-у сан 
r=4s d? ds? 
(Pr/ds?y 
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3.56. Sea Q = ï x T. Demuestre que k = —,7— Q: r 
г Q? 
3.57. Encuentre ку трага la curva en el espacio x= 0 – sen 0, у= 1 – соѕ 0 y z= 4 sen(6/2). 
» 2t -1 2 . 

3.58. Encuentre la torsión de la curva x — rcge po x t +2. Explique su respuesta. 

3.59. Considere las ecuaciones de la recta tangente, normal principal y binormal a la curva en el espacio г = к(/) en el 
punto т = fy. Demuestre que pueden escribirse, respectivamente, como r = ro + fTo, r = ro + tNo y r = ro + (Bo, 
donde т es un parámetro. 

3.60. Considere la curva x = 3 cos t, y = 3 sen t y z = 4t. Encuentre ecuaciones para la a) tangente, b) normal principal, 
y c) binormal, en el punto en que t = 7. 

3.61. Encuentre ecuaciones para: a) el plano basculante, b) el plano normal, y c) el plano rectificador a la curva 
x-28t—DP,y = 3Pyz = 31 + f en el punto en que t = 1. 

3.62. a) Demuestre que la diferencial de la longitud de arco sobre la superficie r = r(u, v) está dada por 

ds? = Edu? + 2F du dv + Сау? 
дг дг ary? дг Or дг дг ary? 
donde E = —.— = F-—. y сС=—:— = |— |. 
ди ди ди ди ду ду ду ду 
b) Pruebe que una condición necesaria y suficiente para que el sistema de coordenadas curvilíneas и, у, sea orto- 
gonal es que F — 0. 

3.63. Encuentre la ecuación del plano tangente a la superficie z — xy en el punto (2, 3, 6). 

3.64. Halle ecuaciones del plano tangente y la recta normal a la superficie 4z = x? — y? en el punto (3, 1, 2). 

3.65. Si se acepta que E, F y С están definidos como en el problema 3.62, pruebe que una normal unitaria a la superficie 
r — r(u, v) es 

Or дг 

y Xx = 

n= + Ju ду 
МЕС — F? 

Mecánica 

3.66. Suponga que una partícula se mueve a lo largo de la curva г = (P — 46)i + (2 + 40] + (82 — 3P)k. Calcule las 
magnitudes de las componentes tangencial y normal de su aceleración cuando t — 2. 

3.67. Suponga que una partícula tiene velocidad v y aceleración a, a lo largo de una curva espacial C. Demuestre que el 

уЗ 
dio а t de su t toria está dad Sri t = : 
radio de curvatura p de su trayectoria está dada numéricamente por p mel 

3.68. Un objeto es atraído hacia un punto fijo O con una fuerza Е = f'(r)r, llamada fuerza central, donde r es el vector 
de posición del objeto en relación con O. Demuestre que r x v = h donde h es un vector constante. Pruebe que el 
momento angular es constante. 

3.69. Demuestre que el vector de aceleración de una partícula que se mueve a lo largo de una curva en el espacio siempre 
se ubica en el plano basculante. 

3.70. а) Calcule la aceleración de una partícula que se mueve en el plano xy en términos de las coordenadas polares (p, ф). 
b) ¿Cuáles son las componentes de las aceleraciones paralela y perpendicular a p? 

3.71. Determine a) la velocidad y b) la aceleración, de una partícula que se mueve según la miran los dos observadores 


descritos en el problema 3.30. 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS c» 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


331. a)-i-k,b)i + 2j, с) 2, d) /5 
3.32. у= бсоз 3ti — 6 sen 31j + 8k, a = —18 sen Эй — 18 cos 3tj, 





v| = 10, 





а| = 18 


—aw sen oti + awcos ој + bk 





3.33. 3.35. 71+ 6j — 6k 
Ма? P ман 
3.34. a) -6,D) 7} + 3k, с) 1,d)i + 6j + 2k 3.37. —30i + 14) + 20k 


338. A-(P-t 
3.41. a)r = Cie” + Се, b) r =e (C; + Cat) y с) к = Ci cos 2t + Co sen 2t 








Di + (1 — 215j + (t — 4 sen Dk 





3.42. X = С, созт + C, sen t, Y = C, sent — C, cos t 





























JA JA 
3.43. -— = —ysen xyi + (3y — 4x)j — 3k, — —xsen xyi + 3xj — 2k, 
дх ду 
ФА ФА ФА ФА 
а= —y? cos xyi — 4j, ay = —x cos хуй, ахду = Эудх = —(xy cos ху + sen xy)i + 3j 
3.44. -—4i- 8j 
(1 — 2) + 21) + (1. 2)К 21 , 1-Р, 
3.47. T- E + 
2 №01 +2) О poi pi 
1 (2 — Di —21j + (2 + Dk 1 
b k-— — dB- Lr e) => 
(1 4 8) V2 +2) (1+2) 
і+ 475) + sk V2 
3.48. AA Ee 
PEOR $41 241 
b) y 2091 t sj + V2sk 2 У2 ) E 
$241 » pq 42 
521 — V2sj +k 52 +1 
с) В = 21 Ш p= 
52 +1 м 
2 1914 + 9? + 1 3 
.49. = , тэ 
349, E aa py 98x92 41 
b 1 
3.52. к- 2 ; sia = b, la curva dada, que es una elipse, se convierte en un círculo de radio a 


(а? se и + b2? соѕ2 ш)??? р 
con radio de curvatura р = a. 


3.53. о-ТТ-кВ 


. (3 + cos 0) cos 0/2 + 2sen0sen0/2 
12 cos 0 — 4 





3.57. k=j V6 – 2с05 0, T 


3.58. т = 0. La curva está en el plano x — Зу + 3z = 5. 





3.60. a) Tangente: r= —3i + 47k +1(—¿j+34k) obien: х= –3, y=-—łbtyz=4r+źt. 
b) Normal: r = —3i + 47) + ti obien x=-3+ty=4ryz=0. 
c) Binormal: r = —3i + 47) + t(łj ++К) obien: х= –3, у =4m+łtyz=żt. 


3.61. 


3.63. 
3.70. 


3.71. 
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d) y-ztl-20,bytz-7-20yox-72. 3.64. àÀQ3—y—2z—-4;x—-3tt3yy-1l-t, 
= 2t. 

Зх + 2y — z= 6. 3.66.  Tangencial, 16; normal 2473. 

a) #=[ф— рф ) cos $ — (рф + 2) sen dli + [D — рф ) sen d+ (рф + 209) cos bj 


" . 2 .. ws 

b) р-рф,рф+2рф 

а) Vy — Vplm + €) Xr, b) apf = ay, + аду En muchos casos w es una constante, entonces la rotación ocurre con 
velocidad angular constante. Por tanto, D,, € = 0, у 


ans = 20xD,r + œ x (w Xr) —20Xv, + x(w xr) 


La cantidad 20 х v,, se llama aceleración de Coriolis, y œ x (о x r) se denomina aceleración centrípeta. 


CAPÍTULO 4 





Gradiente, divergencia 
y rotacional 


4.1 INTRODUCCIÓN 
A continuación se define el operador vectorial diferencial del, cuyo símbolo es V: 


dz e s ЖЕР ЖЕ. 
ge р 
кк Ta a 





дх 


Este operador vectorial posee propiedades análogas a las de los vectores comunes. Es útil para definir tres cantidades 
que aparecen en ciertas aplicaciones y que se conocen como gradiente, divergencia y rotacional. El operador V 
también se conoce como nabla. 


4.2 GRADIENTE 


Sea Ф(х, y, 2) una función escalar definida y diferenciable en cada punto (x, y, 2) en cierta región del espacio [es decir, 
ф define un campo escalar diferenciable]. Entonces, el gradiente de ф, que se denota con УФ o grad 4, se define 
como sigue: 





0, 0, 0 дф. дф. ð$ 
Ф (e )9 a y 92 


Observe que Уф define un campo vectorial. 


EJEMPLO 4.1 Suponga que ф(х, y, z) = 3xy? — ул, Encuentre Уф (о grad ф) en el punto Р(1, 1, 2). 


д, 9. 9 
Vo= (1+) + k]Guy —y*2) 
дх | dy д 
= Зу? (9x? — 2y2?)j — 2y^zk 


Entonces, У ф(1, 1, 2) = 3(1)% + [9(0(1? — ADE — 20 (2)k = 3i + j — 4k. 


Derivadas direccionales 


Considere una función escalar ф = ф(х, y, z). Entonces, la derivada direccional de ф en dirección de un vector А se 
denota con 2А(ф). Sia = A/A , el vector unitario en dirección de A, 


Рф) = Уф а 





Se hace énfasis еп que a debe ser un vector unitario. 


CAPÍTULO 4 GRADIENTE, DIVERGENCIA Y ROTACIONAL 


EJEMPLO 4.2 Considere la función escalar ф(х, y, z) = x? + y? + xz. 
a) Encuentre grad ф. b) Encuentre grad $ en el punto P = P(2, —1, 3). c) Determine la derivada direccional de $ en el 
punto P en dirección de A — i 2j + k. 





9, д, 9 
a) gradó = (si zie zie Бу xz) = (2х + zi + 2yj + xk. 


b) EnPQ, —1,3), grad ф = 7i — 2j + ЗК. 
c) Primero encontramos el vector unitario a = A/|A| = (i + 2j + k)/v6 en dirección de A. Después obtenemos la deri- 





vada direccional de $ en el punto PQ, —1, 3) en dirección de A, como sigue: 


Уф.а = (Ti — 2j + 3k)- [a+ 2 19/v6] =6/V6= V/6/6. 


Multiplicador de Lagrange 


Aquí deseamos encontrar los puntos (x, y) que son los extremos (valores máximo o mínimo) de una función f(x, y) 
sujeta a la restricción g(x, y) = d, donde d es una constante [más en general, se trata de encontrar los puntos (xi, x», 
..., Xn) que dan los extremos (valores máximo o mínimo) de una función f (xi, x», ..., Xn) sujeta a la restricción g(x1, 
X2, ..., Xn) = d, donde d es una constante]. 

Esto ocurrirá sólo cuando los gradientes Vf y Vg (derivadas direccionales) sean ortogonales a la curva [superfi- 
cie] dada g(x, y) = d. Entonces, Vf y Vg son paralelos y, por tanto, debe haber una constante A tal que Vf — AVg. 

La letra griega A (lambda) se usa para denotar al multiplicador de Lagrange. La condición Vf = АУ y la restric- 
ción original generan (n + 1) ecuaciones, en este caso tres, con las incógnitas x, y y A: 


Аб, у) = Ages у), ДОХ, y) = Лу, у) y ga, y)=d 


Las soluciones del sistema para x y y producen los candidatos para los extremos f(x, y) sujetos a la restricción 
g(x, y) = d. 


EJEMPLO 4.3 Minimice la función f(x, y) = х2 + 2y? sujeta a la restricción g(x, y) = 2x + y = 9. 
Con el uso de la condición Vf — AVg y la restricción dada, obtenemos las tres ecuaciones siguientes: 
2x = 2A, 4y = A y 2х+у= 9 


Al eliminar A de las dos primeras ecuaciones obtenemos х = 4y, que con 2х + у = 9 produce 9у = 9. De este modo 
obtenemos la solución y = 1 y x = 4. Entonces, f(4, 1) = 16 + 2 = 18 es el valor mínimo de f sujeto a la restricción 
2x+y=09. 


4.3 DIVERGENCIA 


Suponga que V(x, y, 2) = Vii + Vaj + Vsk está definida y es diferenciable en cada punto (x, у, z) en una región del 
espacio (es decir, V define un campo vectorial diferenciable). Entonces, la divergencia de V, que se denota con V - V 
o div V, se define como sigue: 


9 9 9 : : 
У: V= (кыйык) + V5j 4- V3k) 


Ox д Oz 
ОНОН? 
^ 0x ду дг 


Aun cuando V es un vector, У: V es un escalar. 


4.5 FÓRMULAS QUE INVOLUCRAN A V 





EJEMPLO 4.4 Suponga que A = х2: — 2у222) + ~ Encuentre V · A (o div A) en el punto P(1, —1, 1). 


9 д 
У:А = { —і + itg Я" (22221 — 2y?Zj + xy?zk) 
Ox ду 





à 
=2 (22), 2t 2у202) + — = 2002 — dy + xy? 
дх ду OZ 


En el punto P(1, —1, 1), 





VA = 2(1)(1) – 4-D0Y + (ED? = 7 


4.4 ROTACIONAL 


Suponga que V(x, y, z) = Vii + Уј + V3k es un campo vectorial diferenciable. Entonces, el rotacional o rotación 
de V, que se denota V x V, rotacional V o rot V, se define como sigue: 


д д д 
V x V= {14+} + к] х (Уі V2j+V3k) 
Ox | Oy д 


F 
o Pos 
хе я 


o ə д д 
=|0y 9:|-|9х д:)+|дх Әу К 
V, Vi Vi V3 V № 


дуз ƏV, ду: ƏV: 90V, дү 
3 iy 1 3 de 2 1k 
dy д дг дх дх ду 


Observe que en Іа expansión del determinante, los operadores 














ð д 9 
Эх” ày' & deben preceder a Vi, V» y V3. 
EJEMPLO 4.5 Suponga que A = 1%%i — 2y?zj + xy?zk. Encuentre V x A (o rot A) en el punto P (1, — 1, 1). 


д. Oz 
ioj 
д д 
дх ду д 
х2 -2yg хуц 


Ш Г/Л ХЭГ ERA E, 22. 9,22 
[ёе à di [жоо eol 2y'z^) seek 


9 д 
VxA= (Didi x) x (Cz — 2yz'j + xy^zk) 
k 
д 








= (2xyz + 4y 2i — 0% — 222) + Ok 





En el punto P(1, —1, 1), Vx A = 2i + j. 


4.5 FÓRMULAS QUE INVOLUCRAN A V 


Las proposiciones siguientes dan muchas de las propiedades del operador V. 


PROPOSICIÓN 4.1: Suponga que A y B son funciones vectoriales diferenciables, y que ф y y son funciones 
escalares diferenciables de posición (x, y, z). Entonces, se cumplen las leyes siguientes: 


i) V+ y =Vo+ Vy o bien grad(d + y) = grad ф + grad y 
ii) V:(A+B)=V:A+V-:B o bien div(A + B) — divA + divB 
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iii) VxX(A+B)=VxA+VxB obien rot(A + B) = rot A + rot B 
iv) V (ФА) = (Уф) A - d(V - A) 
у) Ух (фА) = (VO) Xx A + Ф(УхА) 
vi) V: (AxB) = В: (УХА) - A* (Vx B) 
vii) V Xx(AxB) = (B- VA — B(V * A) — (A : VB + A(V - B) 
viii) V(A*B)— (В: VA + (А: VB + B x (V x A) + A x (V x B) 





PROPOSICIÓN 4.2: Suponga que $ y A son respectivamente funciones escalar y vectorial, diferenciables, y que 
ambas tienen segundas derivadas parciales continuas. Entonces, se cumplen las siguientes 
leyes: 


0 аф ёф 
8a? ay a2 
0 2 


dx? T dy? A az? 





i) У: (Уф) = Уф 


donde V? = 





se llama operador laplaciano. 


ii) Ух (Уф) = 0. El rotacional del gradiente de Фф es igual a cero. 
iii) V * (УХА) = О. La divergencia del rotacional de A es igual a cero. 
іу) Vx(VxA) = V(V* A)-V?A. 


4.6 INVARIANCIA 


Considere dos sistemas de coordenadas rectangulares o marcos de referencia xyz y x'y'z', que tengan el mismo ori- 
gen O pero con ejes rotados con respecto al otro (vea la figura 4-1). 


N 


A . (х, y, 2) 


(х,у, 2) 





Figura 4-1 


Un punto P en el espacio tiene coordenadas (х, у, z) o (x', y”, z') relativas a estos sistemas coordenados. Las 
ecuaciones de transformación entre coordenadas de los dos sistemas, o transformación de coordenadas, son las 
siguientes: 


x' = lx + Гоу + [132 
у = hix + оу + [зг (1) 
2 = зх + [оу + 32 


Aquí, liz, j, k = 1, 2, 3 representan los cosenos directores de los ejes х”, y' y z’ con respecto de los ejes x, у y z (vea 
el problema 4.38). En el caso en que los orígenes de los dos sistemas coordenados no coincidan, las ecuaciones de 


PROBLEMAS RESUELTOS qz 


transformación se convierten en las siguientes: 


х! = lux + hy + 32 + ал 
у = lix + әу + liz T a) (2) 
2 = lux + lay + 1332 + as 


donde el origen О del sistema de coordenadas xyz se localiza en (а1, a5, аз) en relación con el sistema coordenado 
x'y'z'. 

Las ecuaciones de transformación (1) definen una rotación pura, mientras que las ecuaciones (2) definen una 
rotación con traslación. Cualquier movimiento de cuerpo rígido tiene el efecto de una traslación seguida de una 
rotación. La transformación (1) también se denomina transformación ortogonal. Una transformación lineal general 
se llama transformación afín. 

Físicamente, una función escalar puntual o campo escalar ф(х, y, z) evaluada en un punto particular, debe ser in- 
dependiente de las coordenadas del punto. Así, la temperatura en cierto punto no depende de si se utilizan coordena- 
das (x, y, z) o (x', y”, zZ’). Entonces, si Ф(Х, у, z) es la temperatura en el punto P con coordenadas (х, y, z) y ф'(х', у', 2') 
es la temperatura en el mismo punto P con coordenadas (x', y”, z'), debe ocurrir que ф(х, y, 2) = $'(x', y”, 2'). Si 
Ф(х, y, z) ^ Ф'(х', y”, z'), donde x, y, гух’, y”, z' están relacionadas por las ecuaciones de transformación (1) o (2), 
se llama a ф(х, y, 2) un invariante con respecto de la transformación. Por ejemplo, x? + y? + z? es invariante con la 
transformación de rotación (1), ya que x? + y? + z2 = x? + y? + 27, 

En forma similar, una función vectorial puntual o campo vectorial A(x, y, z) se llama invariante si A(x, y, z) — 
A'(x', y”, z'). Esto se cumple si 


Aix, y, Di + Axx, y, 2j + Аз(х, y, ӘК = AJOS, у', 2) + AñO, у’, 203) + ASQ, у’, zOK' 


En los capítulos 7 y 8 se consideran transformaciones más generales y se amplían los conceptos anteriores. 

Es posible demostrar (vea el problema 4.41) que el gradiente de un campo escalar invariante es un campo vecto- 
rial invariante con respecto de las transformaciones (1) o (2). De manera similar, la divergencia y el rotacional de un 
campo vectorial invariante son invariantes con dichas transformaciones. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


4.1. Suponga que ф(х, y, z) = 3x?y — ут, Encuentre Уф (o grad ф) en el punto (1, —2, — 1). 


Solución 
8, 8, ə 
Vó=|i+j+-k]Gxy —-y2) 
Ox | dy 0 





s (ху Y?) 


‚д .0 
=і= (Зл?у — yz) 4 > Bey- yz) 4 ко 





= бхуі + (3х? — 3y22)j — 2y'zk 
= 6(1)(—2)1+ (30 — 3-2? 713 — 222 1) 
= —12i — 9j — 16k 





CAPÍTULO 4 GRADIENTE, DIVERGENCIA Y ROTACIONAL 


4.2. Suponga que F y С son funciones escalares diferenciables de x, y y z. Demuestre que a) V(F + G) = VF + 


VG y b) V(FG) = FVG + GVF. 






































Solución 
д д д 
V(F 4 = i4 —j--—k J| 4 
a) V(F +6) (s: ay) 9: ) G) 
1 9 П L1 à П П 9 П 
EE РС) + ipi H G)4 kz FG) 
ОР .0G ОР .9С дЕ дС 
=i i j Hj +k k 
Ox Ox ду ду дс Oz 
¡F дЕ к?” ' ¡96 06 268 
Ox 39) dz ^ x rg Oz 
9 д д д 
Б РК |Е + (1—4) -k2 o =vVF +VG 
дх ду дс дх ду az 
д д д д д д 
V(FG) = | —i + —) + — Е |(ЕС) = —(ЕС)ї + FO) 4 FG)k 
b) W(FG) (si zit y G) x G)i 3 G)j x C) 





0G дЕ С дЕ С дЕ 
= [Е 4 і+ [5—4 j+|F--4 k 
( Ox B xj ( dy G 2 ( Oz 9 x) 


дЕ F дЕ 
арас PG ue К | = FVG + СУР 
дх ду дс дх ду де 











1 
ЗЭХ ван 


4.3. Encuentre Vj si a) ф = 1р г 








Solución 


a) r= xi + yj + zk. Entonces |r| = V2 4-2 - Z2 уф= In|r| = 1n (2 + y? +2). 








1 
Уф= Уп? y +2) 





д 8 
= ин Бу + 2) +ј 9162 Ey? + 2) + Кш + y? 4 2) 














ду OZ 
1 f, 2x : 2y k 2z xbtyjtzk r 
= 1 | | = = 
2 х2 Hy + 22 Jeryrg х2--у2-2 2+y+2 r2 
b) Үф v(;) V ! уо - y +)! 
r м2 +2 +2 


-1 9 (х2 | у? | 2 | 1 9 (х2 | у? | gy? Ek 9 (х2 | у? | gy? 
Ox dy OZ 
1 1 1 
=3( 30? ey +з) +50 ey cem) | «| ¿e | у? | zy) 
—xi — yj — zk r 
= 02 Py + 22/2 нь r? 














4.4. 


4.5. 


4.6. 


4.7. 


4.8. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Demuestre que Vr” = т”. 


Solución 
Vr" = (у py? 4 2)= VG + y) +)" 


э д п * 9 n 9 n 
=i 0002 + + 22)? (Оо ну? 422772) КО? уг v zy?) 
дх ду Oz 











шз ipe уул! 2x} +150 зу nl 2} + kc? yb у=! 22] 
= п(х2 + у? EP ZP xi + yj + zk) = n(r2y?-ly 25 nr ?r 


Observe que si r = г Үү, donde r; es un vector unitario en la dirección de r, entonces Vr" = nr! үү, 


Demuestre que Уф es un vector perpendicular a la superficie ф(х, у, 2) = c, donde c es una constante. 


Solución 


Sea r = хі + yj + zk el vector de posición para cualquier punto Р(х, у, z) sobre la superficie. Entonces, dr = ахі + 
dyj + dzk está en el plano tangente a la superficie en P. 
д д д д д д 
Pero d$ = Фа | Lm ur EE o bien TRU CI 
Ox dy Oz дх ду Oz 


Уф · dr = 0, por lo que Уф es perpendicular a dr y por tanto también a la superficie. 








x) * (dxi + ау) + а) = 0, es decir: 


Encuentre una normal unitaria a la superficie —x?yz? + 2ху2 = 1 en el punto Р(1, 1, 1). 


Solución 
Sea ф = —x2y2? + 2xy'z. Según el problema 4.5, УФ(1, 1, 1) es normal a la superficie —x^yz? + 2xy?z = 1 en el 
to P(1, 1, 1); ent A bastará 
unto P(1, 1, 1); entonces, ¿557 bastará. 
, Уфа, 1, DI 


Уф = (-2xyd)i + (2 + 4xyz)j + (—2xyz + 2xy)k. 


31 
Entonces, УФ(1, 1, 1) = 3j. Vi, 1, 1) = 3) - 3) = 3. Así, en el punto P(1, 1, р = jes una normal 


unitaria a —x2yz? + 2xy?z = 1. 
Encuentre una ecuación para el plano tangente a la superficie x%yz — 4хуг = —6 en el punto P(1, 2, 1). 


Solución 





Voy — day?) = Qxyz — 4ус + z — 4x2) j + Gy — 8xyz)k. 


Al evaluar el gradiente en el punto P(1, 2, 1) obtenemos —4i — 3j — 14k. Entonces, 4i + 3j + 14k es normal a la 
superficie en P. Una ecuación del plano con normal N = ai + bj + ck tiene la forma 


ax + by + cz = k 


Por lo que la ecuación tiene la forma 4x + 3y + 14z = k. Al sustituir P en la ecuación obtenemos k = 24. 
Entonces, la ecuación requerida es 4x + 3y + 14z = 24. 


Sean ф(х, y, х) y ф(х + Ax, y + Ду, z + Az) las temperaturas en dos puntos vecinos P(x, у, 2) y O(x + Ах, y 
+ Ay, z + Az) de cierta región. 


Аф (xd Ax, y + Ay, z + Az) — ф(х, y, z) 
As — As 


a) Interprete físicamente la cantidad , donde As es la distancia 





entre los puntos P y Q. 





4.9. 


4.10. 


CAPÍTULO 4 GRADIENTE, DIVERGENCIA Y ROTACIONAL 





A d 
b) Evalúe lím = = 2 y haga la interpretación física. 
As>0 As ds 
c) Demuestre que dó = үф · dr 
ds ds 


Solución 
a) Como Ages el cambio de la temperatura entre los puntos P y Q, y As es la distancia entre dichos puntos, АФ/ 


As representa la tasa promedio de cambio de la temperatura por unidad de distancia en la dirección de P a О. 


b) Delcálculo obtenemos: 


9ф 9ф 
А 
дх di ду 





д 
Аф= Ay + К Az + infinitésimos de orden mayor que Ax, Ay y Az. 


Entonces, 


k Аф i дф Ax à дф Ay de 9Фф Az 
ím = lím 
As>0 As А50 9х Аў dy As Oz As 





o bien 


аф дф ах дф ау дф dz 
ds дх ds ` dy ds "82 ds 








d ; Я : C 
Donde a representa la tasa de cambio de la temperatura respecto de la distancia al punto P en la dirección 
5 


hacia O. Ésta también se denomina la derivada direccional de ф. 


dọ дфах дфау дфа: 99, ‚дф. дф dx, ‚Чу. d. уф dr 
ds 9ха8) ду ds | dads Nox ` ду "dz ds ` ds! "ds ) ds: 
dr 


r 

Observe que como ds es un vector unitario, Уф FF es la componente de Уф en la dirección de este vector 
SM s s 

unitario. 





с) 


Demuestre que la mayor tasa de cambio de 4, es decir: la máxima derivada direccional, tiene lugar en la 
dirección del vector V $ y también tiene su magnitud. 





Solución 
аф dr , : : dr | 
Según el problema 4.8c), ue Vo: ds 8 la proyección de Уф en la dirección de 26 Esta proyección será un 
‹ $ 
| dr ; T j аф ,. 2 
máximo cuando Уфу 4, tengan la misma dirección. Entonces, el valor máximo de - tiene lugar en la dirección 
5 


de Уфу su magnitud es Уф. 


Sea ф = хус — 4xy2?. Encuentre la derivada direccional de ф en P(1, 3, 1) en la dirección de 2i — j — 2k. 


Solución 





En primer lugar se encuentra Уф = (2xyz — 4yz2ji + (х2: — 4x2?) + (х2у — 8xyz)k. Entonces, Уф(1, 3, 1) = —6i 
— 3j — 21k. El vector unitario en la dirección de 2i — j — 2k es 


2i — j 2k 
a= 
VO? + (=D + (-2Y 








—21 11.2 
=31-3]-3k. 


Así, la derivada direccional requerida es 


Vé(1,3,1)-a-(-6 — 3] – 21k): Ġi — 4j- 4k) = —4 + 1 + 14 = 11. 





4.11. 


4.12. 


4.13. 


4.14. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Sea ф = х?у?г. a) ¿En qué dirección a partir del punto P(1, 1, 1) la derivada direccional de $ es un máximo? 
b) ¿Cuál es la magnitud de este máximo? 

Solución 

уф = (22у?) = 2xyzfi + 332y^28j + бхгулсК. Entonces, V1, 1, 1) = 21 + 3j + 6k. Así, según el problema 4.9: 


a) La derivada direccional es un máximo en la dirección de УФ(1, 1, 1) = 2i + 3j + 6k. 
b) La magnitud de este máximo es |V&1, 1, D| = VOP + (3)? + (6)? =7. 





2 2 
6 6 
Encuentre el ángulo entre las superficies z = x? + y? y z = ( = 5) + (> = 3 en el punto 
E Мб 1 ) 


12° 12° 12 


Solución 


El ángulo entre las superficies en el punto es el ángulo entre las normales a las superficies en éste. Sean фу = x? + 
"au "av 
2 | 
y гуф (5 3 0 =) 2. 


Una normal az = x? + y? es 





үф = 221 + 2уј - К y ҮУФф(Р)- 2-0 =k. 
2 


(05 
Una normal az = | х |» es 














6 6 
2 2 

ve =2(x 3 i4 (o E k y vaP) = -ijk 

6 6 6 6 
Ahora, (V ф\(Р)) · (Уф(Р)) = |У (Р)|У hP) cos 6, donde 0 es el ángulo requerido. 
(5 V6. ) ( V6. 46. ) [$i v6, | V6. 6. 
14 j—k)- i j—k)]= 14 )-К i j — К| cos 0 
6 6 6 6 6 6 6 6 





11 LI fI 2/3 1 
I= + + [+ +1 == 
6 6 is 6 is EL ASTE 


Entonces, el ángulo agudo es 0 — arc cos (- 60°. 








Sea R la distancia desde un punto fijo A(a, b, с) a cualquier punto P(x, y, z). Demuestre que VR es un vector 
unitario en la dirección АР = К. 


Solución 


Si r4 y rp son los vectores de posición ai + bj + ck y xi + yj + zk de A y P, respectivamente, entonces R = rp — 








rA = (x — a)i + (y — D)j + (z — c)k, de modo que R = Va — ay. + (у — Б) + (с — с). Entonces, 


VR — V 22 by. 4 jg-4 aict(y-bjt(Gz-ok R 
(ve ay + (у— Бу +(-c) Jg єт эни союла R 


























es un vector unitario en la dirección R. 


Sea P cualquier punto sobre una elipse cuyos focos son los puntos A y B, como se ilustra en la figura 4-2. 
Demuestre que las rectas AP y BP forman ángulos iguales con la tangente a la elipse en P. 


Solución 


Sean R; = AP y R, = BP vectores trazados a partir de los focos A y B, respectivamente, hacia el punto P de la 
elipse, y sea T una tangente unitaria a la elipse en P. 


CAPÍTULO 4 GRADIENTE, DIVERGENCIA Y ROTACIONAL 


Como una elipse es el lugar geométrico de todos los puntos P, la suma de cuyas distancias desde dos puntos 
fijos A y B es una constante p, se observa que la ecuación de la elipse es К + R = p. 


De acuerdo con el problema 4.5, V(R¡ + А) es una normal a la elipse, por lo que [V(R; + R2)] - T = Оо bien 
(VR) Т ——(VRi) Т. 











Figura 4-2 


Como VR; y VR, son vectores unitarios en dirección de К, y Ёс, respectivamente (vea el problema 4.13), el 


coseno del ángulo entre VR» y T es igual al coseno del ángulo entre VR, y —T; por lo que, los ángulos también 
son iguales. 


El problema tiene una interpretación física. Los rayos de luz (o las ondas sonoras) que se originen en el foco 
A, por ejemplo, se reflejarán de la elipse al foco B. 


Divergencia 


4.15. Suponga que A = 22221 — 2y%22j + xy?zk. Encuentre V - A (o div A) en el punto P(1, — 1, 1). 


Solución 
TUN LEN FA - (2224 — 252224 2 
У:А = i+ j+ К | (х1 — 2y%2%] + хус) 
Ox | dy д 





à 9 
-42022)-2(-2/2)--2хуц)-2х2-4у2 + ху? 
дх ду Oz 





V-A(L =1, 1) = D0} - 4200? + (DEN 27 
4.16. Dada ф = 6x^y'z. a) Encuentre V - Уф(о div grad 4). 


2 2 2 
9 д 
b) Demuestre que V - Уф = V?9, donde V? = ad t ду? ян od denota el operador laplaciano. 





Solución 
à à à 
a) Үф- 3, (б y!gi4- $6 Yaj+ a б^ УОК = 18274 + 12z0yzj + 6 yk. 


озак) eri + 12 ya + 6l) 
Ox ду дс 


Entonces У.-Уф- ( 


= д 2 9 3 9 3 24 2 3 
= 718 y z) + a, 02r yz) + x у?) = 36xyz + 1222. 


. EN 9 (Pb. 86. 9ф 
DEN ( 12202) ($i ду? к) 


29 (әфү ә (9d ә [әфү Po Po Pe 
(8) | s (2) | (8) = дх2 ду? ^a 


Р ғ gp Р 
= (ё 2-3 єт )Ф= ф 














PROBLEMAS RESUELTOS 


1 
4.17. Demuestre que V? () =0. 


4.18. 























л 
Solución 
y 1 je odo 5 1 
rj NS д» WU (tyz 

9 Ї 9 2741. Фу „дз 21/2 2 2 | 24-3/2 

«( EX ax Ру tz) = —xQx ty +) 

Ф 1 д Iaa a 22323/2 

E 3 + y =) = PI RZ) ] 








VU MEN E 
24 ¿y — y 


2; ij = 
: (х2 +y + gy? 





= 302002 фу? + 22) 52 (yy 


De manera similar, 








92 1 Ш 2y К, Фф 1 Ж 22 0 – у? 
dy? /x2 + y? + 2 ш (х2 + y? + 225/2 y de à +y ER 22 нээ (х2 + у? ЕН 225/2 


Entonces, por adición, 





8 | 8 | 8 1 0 

ә? ' ду2 дг. Гову 2] | 
La ecuación У2ф = 0 se Пата ecuación de Laplace. Se concluye que ф = 1/r es una solución de dicha ecuación. 
Demuestre que а) V-(A+B)=V-A+V-B, Б)/У-(9ФА)-1(Үд):А-4 AV · А). 


Solución 


a) Sean A = Aji + A5j + Ask y B = Bii + B2j + Bak. 
Entonces 





д д д 
V-(A+B)= (++ К): [(А1 + Bi) + (A2 + B5)j + (Аз + B3)k] 





9 9 д 
= q A FB1)4 ye F B3) 4 э; з H Вз) 








9Ai 042 аАз | 0Bi | OB» | ӘВз 














ә. д. nes WI INR m ыш. 
= (si zie ze) (Aii + A5j + Ask) J (s: ay | 28) (Bii + B2j + B3k) 
=V-A+V-B 

9 9 9 
b) У: (ФА) = У: (Ai + HA] + Ask) 3 (ФА) + — (942) (ФАз) 
x dy дс 


























9ф 9A, Әф 9A; Әф дА, 
А А F Аз + 
a d t e ду > 9-5, 
д д д дА дА дА 
ICI COS 
д ду дс Ox ду Oz 
д 9 д 9 д д 
= ( Ф $; Ї к) ал H A2) + Ask) 4 4 i4 —jd Zk) анла 


Ox ду 
= (Уф) 'А + V:A) 


CAPÍTULO 4 GRADIENTE, DIVERGENCIA Y ROTACIONAL 


4.19. Demuestre que V - (5)- 0. 
r 


Solución 


Sea ф = r° y A = r en el resultado del problema 4.185). 
Entonces, Уг (r?r) = (Vr?) -r + (p 3)V*r 


= —3r?r-r- 3r? = 0, coneluso del problema 4.4. 


4.20. Demuestre que V - (UVV — VVU) = UV) V — VV?U. 


Solución 
Del problema 4.185), con p = Uy A = VV, 
V + (UVV) = (VU) - (VV) + U(V - VV) = (VU) - (VV) + UP V 
Al intercambiar U y V obtenemos 
V + (VVU) = (VV) (Уй) + VV?U. 
Y al restar, 
V + (UVV) — V-(VVU) = V- (UVV — WU) 
= (VU) - (VV) + UV?V - [(VV) - (VU) + УУЛ 
= UV"V – VU 


4.21. Un fluido se mueve de modo que su velocidad en cualquier punto es v(x, y, z). Demuestre que la pérdida de 
fluido por unidad de volumen por unidad de tiempo en un pequeño paralelepípedo con centro en P(x, y, z) y 
aristas paralelas a los ejes coordenados y con magnitudes Ax, Ay y Az, respectivamente, está dada aproxima- 
damente por div v = V · v. 











D E 
Zy уудаг EA A Ж КУ у 
1 Р(х, y, 2) 
C У 
A ME 
У 2 y 





Figura 4-3 


Solución 
En relación con la figura 4-3, tenemos lo siguiente: 


componente x de la velocidad v en P = v, 


1 dv 
componente x de v en el centro de la cara AFED — v, — m Ax, aproximadamente, 
x 


01 Р 
componente х de v en el centro de la cara GHCB — v, + э дү Ах, aproximadamente. 





PROBLEMAS RESUELTOS @ 


19 
Entonces: (1) volumen de fluido que cruza la сага AFED рог unidad de tiempo = (» = iz л) 
x 


\ 
Lm 
+ 
| 
> 
Са! 
A i 
1 
Б 
> 
N 


(2) volumen de fluido que atraviesa la cara GHCB por unidad de tiempo 


| 

| 
E 
E 
E 


Pérdida de volumen por unidad de tiempo en la dirección x = (2) — (1) 


ду? 
De manera similar, la pérdida de volumen por unidad de tiempo en la dirección у = a, AYAyAz 
y 


9 
pérdida de volumen por unidad de tiempo en la dirección z = =AxAyAz. 


Entonces, la pérdida total de volumen por unidad de volumen por unidad de tiempo es: 


ðv ду ду 
— o. —.—J]AxAyAz 
Nox ду 9 


АхАуАг =divv=V-: y 





Esto se cumple con exactitud sólo en el límite, conforme el paralelepípedo se contrae a P, es decir cuando Ах, 
Ay y Az tienden a cero. Si en ninguna parte hay pérdida de fluido, entonces V - v = 0. Ésta se denomina ecuación 
de continuidad para un fluido incompresible. Como el fluido no se crea ni se destruye en ningún punto, se dice que 
no tiene fuentes ni sumideros. En ocasiones se llama solenoidal a un vector, como v, cuya divergencia sea igual a 


cero. 


4.22. Determine la constante a de modo que el vector siguiente sea solenoidal. 


V = (—4x — бу + 32)і + (72x + y — 5z)j + (5x + бу + az)k 











Solución 
Un vector V es solenoidal si su divergencia es igual a cero. 
9 д д 
У.У = zt 4x — 6y + 3z) 4 ду í 2x + y — 57) і э; 5х 6y Faz)=-4+1+a=-3+a. 


Entonces, У · V = —3 + a = 0, cuando a = 3. 


Rotacional 
4.23. Suponga que A = 22:2 — 2y%22j + xy%k. Encuentre V x A (o rot A) en el punto P = (1, —1, 1). 





Solución 
i i k 
VxA д д д 
RACE dy Oz 
xg -2yg хуц 





9 2 9 2,241: 9 2 9 241: 9 2:2 9 2.2 
= ES z) x 2y'z hi- EZ 2 – 52072 у} => 2 Fig V z 1 


= (2xyz + 4у02)і — z — 2x2 2j 





Entonces, V x A(P) — 2i + j. 


CAPÍTULO 4 GRADIENTE, DIVERGENCIA Y ROTACIONAL 
4.24. Suponga que A = 22:2 — 2y%22j + xy?zk. Encuentre rot rot A = V x (V x A). 


Solución 
2 


Según el problema anterior, V x A = (2xyz + 4у22)і — (yz — 2x/z)j. Entonces, 





V x(V x A) = Vx[Qxyz + Ay!zi — 0% — 2x2jl 


i j k 

9 д д 

| а dy 9: 
2xyz-FAy -ул- 252: 0 


9 9.52 [9 д Lada |5 
= |; 2 yz y 222; [20 52022 F Ay əli 











9 2 2 9 2 
| x yz + 2x^z) 4 ду 29 F Ay^z) |k 








= (y? — 2) + (2ху + 4у2)) + xz — 8yz)k. 


4.25. Sea A = Aj + Ај + Ask, B = Bii + В, j + B3k. Demuestre que a) V X (A + B) = УХА + Vx By 
b) V x (GA) = (Уф) x A + (V x A). 











Solución 
9. 0, д : А 
а) Ух (А Ї В) I »x' | 3! | z“ x [(A1 | Bi | (А | B;)j Ї (Аз + B3)k] 
i j k 
9 д д 
B дх ду Oz 


A1+B1 A+B Аз + Вз 


д д д д 
= Е F Вз) э; 12 | вэ | [z^ F Bı) эу (Аз | в 











д д 
| [20 F Вэ) ye | вок 


Е al E aj E PL 
= 14 | 








y al |& ép rà ду 
[88s _ 282]; Гав, аву), [ав Әв, 
| ду az] Là ax” [ах ду 

=VxA+VxB 


b) УХ(ФА) = Vx(9Ai + A:j + Ask) 





i j k 
д д д 
дх ду OZ 
ФА| ФАз ФА» 


9 9 SN à NIE. à 
= 2 т goi + ЕС E s no] T 2 = р 


PROBLEMAS RESUELTOS 














dy ду д д 
дАу дф дАз дф : 0A, дф JA; дф 
| | A A | | A Aj |k 
E Oz az Ox дх jj E àx x Ф ду ду : 
дАз 0421. ðA;  0A31. дАз дА, 
= ф i4 14 k 
дс дс дх дх ду 
| 3 





ду 
аф ФА, 14 E дф, 13 ши 2077 К 
ду OZ дс дх дх ду 
i j К 
дф дф дф 
дх ду д 
Ар А5 Аз 


= (Vx A) + 


= (V x A) + (Уф) x A. 
4.26. Suponga que V x A = 0. Evalúe V · (А хг). 


Solución 
Sea A = Aji + Ар?) + Ask, r = xi + yj + zk. Entonces, 


ij k 
Axr= JA А» Аз 
X у z 





= (zA» — yA3)i + (143 — zAı)j + (УА — x42)k 





9 9 д 
V-(Axr) = эх (242 уАз) 4 ду 05 ZA1) 4 zO“ xA2) 














дАз дА» дА, дА; дАх дА, 
=x | | 
ду OZ 3 дс дх Е дх ду 
CEA DE дАз  0A2N. ðA, ӘАз\, 0A» дА, k 
зур ду Oz ET Oz Ox p Ox ду 


—r:(VxAÀ)-r-:rot A. 





Si V x А = 0, lo anterior se reduce a cero. 


4.27. Demuestre que a) V x (Уф) = 0 (rot grad ф = 0), b) V - (V x A) = 0 (div rot A = 0). 





Solución 
i j k 
д д д 
д д д ХЭМЭЭН 
а) má ovx (2 14228) = дх ду д 
дх ду Oz 3p дф дФф 
Әх ду à 





| [9 (дф 9 (|, [9 (9 9 (ƏH) |. [9 [дф 3 (IAN lk 
—|8yVàz) #с\ду/| lala) a\az/ [aa ay Lar 
0ф PAN (T6 PPP 
= (буйг azðy/ (azar araz)!" (ахду ayax) — 
siempre que aceptemos que ф tiene segundas derivadas parciales continuas de modo que el orden de diferen- 


ciación carezca de importancia. 
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i j k 

д ə 0 

; Vemm d 

b) У: (УХА) Эх y Ж 
Ар А Аз 





дАз 0421. 0A; дАз\, 0A; A; 
= У: 14 j+ k 
dy де де дх Ox ду 
_ ð [дАз 0A2 09/04, ӘАз\ү д (042 дА, 
“0хХ ду a) ду \ Oz ax) ` az \ əx dy 
Аз PA PA PA; | 9A, QA, 


7 üxüy  Oxóz дуд: дудх  Ozàx  Oz0y | 








con la suposición de que A tiene segundas derivadas parciales continuas. 
Observe la similitud entre los resultados anteriores y el resultado (C x Cm) = (€ x C)m = 0, donde m es 
un escalar y С · (Cx A) = (Cx C)- A = 0. 


4.28. Encuentre rot (rf(r)), donde f(r) es diferenciable. 


Solución 
rot(rf(r)) = V x (109) 
= V x (fir)  yft)j + Mk) 
i j k 
à à à 
дх ду Oz 
xf) yfr) zf) 


-( af a) el af 2) «( af Dk 
B 2 9у "X х 9; а" У ах * эу 


Pero Ff (2) (2) of д ( Eig 2) 2 fax 16 























дх ðr) Хөх) — дгдх /x? + y + х? r 
7 / 
En forma similar, Y RUP y Y 47 © 
ду r Oz r 
7 7 / 7 7 7 
Entonces, el resultado es = (2 E) | («E £) | 02 Dye 0. 
r r r r r r 
4.29. Demuestre que V x (V x A) = —V?A + V(V * A). 
Solución 
i j К 
9 9 9 
Үх (У х А) = Ух ax y à 
Ар 42 Аз 
0A 
-ү з дА i4 0A; Аз ji 0A; 0A, k 
dy Oz OZ Ox дх ду 
i j k 
9 д д 
= дх ду Oz 


дАз 04 0A, 043 дА дА, 
dy Oz д Ox дх dy 


ә (аА дА, д (дА 9ASY]. 
© [ду\ Ox. ду 9:1 дс дх 
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J 








k 





9 (043 дА» 9 (9A; дА, 
де X ду дс Ox \ Ox ду 
9 (дА, дА» 9 (0A3 дА» 
Ox N Oz Ox dy V ду дс 
9A, PAN. 9A; PAN. Аз ФАЗ k 
= i | 
ду? д2 242) дх2 oy 
A PAN. A, PAN. 9A, ФА; k 
| | i | | | 
дудх  0z0x деду дхду J дхдс  0y0z 
( 9A, ФА 23) ( PA PA “з ( YA, ФАЗ Jr 
= 1 J | 


ax? dy? az? ax? dy? oz? ax? ду? oz? 


9A, PA PAN. PA] i 92A, PAN. PA] PA), PA; k 
дх2 ' дудх  dzóx : 




















дхду ду? | дгду 3 9хд2 дуд 82 





8? д? 8 
= (52 | ду? | ЭД Ї Ај | Azk) 


TE ðA, дА› | 0A3Y | , 0 (дА; дА; | 0As Lk? ðA, дАз Аз 
"ax Әх оо ду "с Er" дх ' ду a) alar” dy "az 
0A; дА» дА 
= —МА+ҤУ(——+——+——)——\У?А+Уу(у. А) 
дх ду Oz 











Si se desea, en éstos y otros resultados puede abreviarse el trabajo de la escritura si sólo se anotan las compo- 
nentes i, ya que las otras pueden obtenerse por simetría. 
El resultado también se puede establecer formalmente como sigue. Del problema 47a), del capítulo 2, 


Ax(BxC) = B(A: C) - (А · BC (1) 
Se hace A = B = V y C =F, 
V x(V xE) = VV-F) - (V: VF = VV-F)- VF 
Observe que la fórmula (1) debe escribirse en forma tal que los operadores A y B precedan al operando C, de otro 


modo el formalismo no se puede aplicar. 


4.30. Suponga que v = ох г. Demuestre que о = ) rot v, donde w es un vector constante. 


Solución 


i j К 
rov Vxv—-Vx(oxr) = VX|o о o 


X Y z 





= V x [(e»z — @зу)ї + (wx — exnz)j + (олу — e»x)k] 





i j k 
9 9 д 

= ША 2 c = 2(0і 4 j 4 k) = 20. 
> Эу X (exi + ај + wk) 


W27 — озу 003x012 OY — (0X 


Entonces, œ = } V x v = $ rot v. 

Este problema indica que el rotacional de un campo vectorial tiene que ver con las propiedades rotacionales 
del campo. Esto se confirmará en el capítulo 6. Por ejemplo, si el campo F corresponde a un fluido en movimiento, 
entonces una rueda con paletas colocada en distintos puntos del campo tenderá a rotar en aquellas regiones en las 
que F + 0, mientras que si rot F = 0 en cierta región, no habría rotación y el campo F se denominaría irrotacional. 
Un campo que no sea irrotacional, en ocasiones recibe el nombre de campo vórtice. 
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ОН JE 1 А Pu 
4.4. SupongaqueV-E=0,V-H=0,VxE= — E VxH- ЭГ Demuestre que E y H satisfacen V^u = am 


Solución 


aH 9 д (dE E 
SURE) vx( x)- gH а (5) = aP 


2 
De acuerdo con el problema 4.29, V x (V x E) = —V?E + V(V - E) = —V?E. Entonces, VE = 2E 


др ` 
A дЕ д д oH oH 
En forma similar, V x (V x H) = V x (5) = zY x E) = ai ( x) RS 














н 
Pero V x (Vx H) = - VH + V(V - Н) = —У?Н. Entonces, VH = uam 
Las ecuaciones dadas se relacionan con las ecuaciones de Maxwell de la teoría electromagnética. La ecuación 
%u i u i Pu Pu 
дх2 ду oa ә? 





se denomina ecuación de onda. 


Problemas varios 


4.32. Un vector V se llama irrotacional si rot V — 0. a) Encuentre constantes a, b y c, de modo que 
V = (—4x — 3y + az)i + (bx + Зу + 5z)j + (4x + cy + 3z)k 
sea irrotacional. b) Demuestre que V puede expresarse como el gradiente de una función escalar. 
Solución 
a) rot V - Vx V 





























i j k 
VxV- д д д 
Мм дх ду Oz 
4x – Зу Бас bx+3y+5z 4x+cy+3z 
9 9 д д 
= ду Oz 1- дх Oz J 
Б-3у--5: 4x+cy+3z 4x —3y-Faz 4x+cy+3z 
9 д 
+ Ox dy k 
4x—3y+az bx+3y+52 
= (с— 5)i — (4 — a)j + (b + 3)k. 
Esto es igual al vector cero cuando a = 4, b = —3 y c = 5. Por tanto, 





V = (—4x — 3y + 4z)i + (—3x + 3y + 5z)j + (4х + 5y + 3z)k. 





b) Suponga que V = Уф = "i | о) | e Entonces, 
x 


Z 
шон 4. Зу-4 1 
dec 9 y * (1) 
ам Зх + Зу + 5 2 
ду y y z 2) 
x 4 + Зу + 32 (3) 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Al hacer la integral parcial de (1) con respecto de x mientras se mantiene a y y a z constantes, obtenemos lo 











siguiente: 
ф = -2x — Зху + 4х2 + fO, 2) (4) 
donde f(y, 2) es una función arbitraria de y y de z. En forma similar obtenemos de (2) y (3): 
3 
ф = —3xy4 F F 5yz + g(x, z) (5) 
y 
3 2 
Фф = 4xz + 5yz 4 92 H h(x, y). (6) 


La comparación de (4), (5) y (6) muestra que habrá un valor común de ф si se elige 


3 3 3 3 
10505 9 о о, 805, 2) = 2x +44 52 y по, y) = -2 — 3y £5" 





2 
por lo que 
a 3 
ф--2х ---у + =: — Зху + 4х2 + Syz 
2 2 
Note que es posible sumar cualquier constante a ф. En general, si V x V = 0, entonces podemos encontrar ф tal 
que V — V4. 


Un campo vectorial V, que se obtenga de un campo escalar ф de manera que V = Уф, se llama campo vec- 
torial conservativo, y ф se denomina potencial escalar. A la inversa, observe que si V = Уф entonces Vx V = 0 
(vea el problema 4.27а). 


4.33. Demuestre que si ф(х, у, z) es cualquier solución de la ecuación de Laplace, entonces Уф es un vector que es 
tanto solenoidal como irrotacional. 


Solución 


Por hipótesis, ф satisface la ecuación de Laplace У2ф = 0, es decir, V - (Уф) = 0. Entonces, Уф es solenoidal (vea 
los problemas 4.21 y 4.22). 
Del problema 4.27a), V x (Уф) = 0, por lo que Уф también es irrotacional. 


4.34. Diga una posible definición de grad B. 


Solución 
Suponga que B = Ви + B2j + B3k. Formalmente, definimos grad B como 




















д д д 
УВ = 14 j+ k | (Bii + B5j + B3k 
(si ay x ) 11 + Boj + B3k) 
дВу.. 0B2,.  0B; 
ii 4 ij 4 ik 
Ox Ox Ox 
90Bi.. 0B2.. | дВз к 
14 | 
ду J ду JJ dy J 
oB OB oB 
і — kj + — kk 
az Oz Oz 


Las cantidades ii, ij, etc., se llaman díadas unitarias (observe que, por ejemplo, ij, no es lo mismo que ji). Una 
cantidad de la forma 


aii T арі) + aik 55 aji + da, jj + азз)К + azki F a32ŚKj F az3kk 


se llama diádica y los coeficientes a11, ар, ... son sus componentes. Un arreglo de estas nueve componentes en la 
forma 


4.35. 


4.36. 
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se llama matriz de 3 por 3. Una diádica es una generalización de un vector. Una mayor generalización conduce a 
las triádicas, que son cantidades que consisten en 27 términos de la forma a!!!iii + aà?!!jii +... . Un estudio de la 
forma en que las componentes de una diádica o triádica se transforman de un sistema de coordenadas a otro lleva 
al análisis tensorial, que se aborda en el capítulo 8. 
Sea A un vector definido por A = Aji + А») + Ask, y una diádica Ф por 

Ф- à, jii + арі) + apik + d2iji + ај) T azjk Ер azki рл d3»kj + az3kk 


Dé una posible definición de A · Ф. 


Solución 
Formalmente, si se supone que se cumple la ley distributiva, 
А.Ф = (Аі + Ај + Azk): Ф = Аі: Ф + Ај. Ф + Ask: Ф 


Por ejemplo, considere i - Ф. Este producto se forma haciendo el producto punto de і con cada término de Ф y 
sumando los resultados. Ejemplos comunes son i * ац, i * ayoij, i * az;ji, i * 032К), etc. Si se da significado a éstos 
del modo siguiente: 

i- apii = a(i + i)i = аці, yaquei:i=1 
154121) = ani +j =anj, yaquei:i—] 
154211 = ax(i + ji = 0, yaquei-j=0 
1: 432К) = аз(ї k)j = 0, yaquei-k = 0 


y se da una interpretación análoga a los términos de j - Фук · Ф, entonces 





A 2 Ф = А (аці + ар) + a13k) + A»(a»ji + а») | azk) Ї Аз(аз11 | 432 | d33k) 
= (Аа + Аар) + Azazy)i + (Ацар + Azar + Azaz2)j + (Ауаз + Aod23 + Azaz3)k 








el cual es un vector. 


a) Interprete el símbolo A - V. b) Diga un posible significado de (A - V)B. c) ¿Es posible escribir éste como 
A * VB, sin ambigüedad? 








Solución 
a) Sea A = Aj + А») + Ask. Entonces, formalmente, 
A*V = (Аі + A; j + Ask au уы ГЕ 
= (Ad + A5j + Ask) à 5 x 
9 
t op даг 
дх ду д 
es un operador. Por ejemplo, 
9 д д дф дф дф 
A* У)ф = (А РА РА = А РА РА 
( Эф ( x 23y Jo xXx 29у 3 


Note que esto es lo mismo que А · Уф. 


b) Formalmente, con el uso del resultado del inciso a), con ф reemplazada por B = Bji + B2j + ВхК, 














д B B B 
(A* У)В = dcm | А» H Аз 2 B-A,2 La? La? 
дх ду Oz Ox ду дс 
0B, 0B, 9В| ү. 0B; OB, 0B; 
= {А РА РА | FA FA 
(5 2 эу x (^ 2 ду 23! 





PROBLEMAS RESUELTOS 


c) Utilice la interpretación de VB como en el problema 4.34. Entonces, de acuerdo con la simbología establecida 
en el problema 4.35, 


A - VB= (Ді + Aj + Ask): VB = Aji: VB + Ај · VB + Ask · VB 


98). OB), B 98). Bj. ӘВ Bi. 3B B 
Е р A ыд этэ E БАЛ 2344 эү. зү 
дх дх дх ду ду ду дс д дс 





Іо que da el mismo resultado que el del inciso Р). Se concluye que (A - V)B = А · VB, sin ambigüedad, siem- 
pre que se introduzca el concepto de diádica con las propiedades mencionadas. 


4.37. Suponga que A = 2yzi —x^yj + xk, В = xi yzj — хуку ф = 2x%y27. Encuentre a) (A * У)ф, b) A · Уф, 
c) (B- VA, d) (Ax V)GQy e) Ax VQ. 


Solución 


9 9 9 
a) (А-У)ф= оз — х?уј +х К). (5: + ay + o) ja 





9 9 9 
= {2 2 Laz MA 
йн 535 XZ em 


Mo: у) – 2 т ок уд) + xe 2 оуд) 


po = мо + зугаа 
= &xyz! — 2xty + босу 


9 9 
b) А.Уф-(2уй-ху) хг К). (E ++) 


= (2yzi — x'yj + xek) - (Axyzi + 22223] + 6&!yzk) 





= 802 — 2x'yg + 6x'yz? 


La comparación con el inciso a) ilustra el resultado (A - У)ф = A · Уф. 





c) (В-У)А = e H yzj — хуК)* (si: d -x) А 











dy y дс 
= д д д дА дА дА 
2 2 
| A= | 
( ax ду hé x) dE ds ду ыг д: 





= x(-2xyj + zk) + yz(2zi — xj) — xy2yi + 2xzk) 
= (2y? — 2ху2)і + Qx*y + x!yz)j + (22 — 2x!yz)k 





Para ver una comparación de este resultado con B · VA, consulte el problema 4.36с). 


d) (A xV) = | элээх) х (diri) jo 


Ox | dy д 
i j k 
_ [232 -x» xe 4 
д д д 
дх ду дс 





д д д д д д 
А 2 2 2 2 
= 2 Fkf 2 | 
E Ё Te e 2) {(х дх di z) ( ix ду Ё эз) ^ 


дф 9Фү, дф 9Фү, дф дф 
um 2 2 2 | ‚ ү2 
( y X xz 2) (s Эх 2yz X 1-1 2уг y^ хуз k 


= —(6x*y!g + 202i + (ty — MY ay + td 
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д 9 д 
e) Ax Vó=Qyai— Ay + х К) х Bp pq 
Ox dy дс 
i j k 
_ |2; ey x? 
2P: ng. 206 
Ox dy OZ 
дф 99. дф 99, дф дф 
e 2 к [xz 2 - (2 ху) 
( Yaz s) (s à Ox Mt OT TY 





—(ex^y? 2 | 23D | (4х2уг 122у223)) + (xy + Ax? y? 2)k 


La comparación con el resultado del inciso d) ilustra el resultado (А x У)ф = Ax Уф. 


Invariancia 


4.38. Dos sistemas de coordenadas rectangulares xyz y x'y'z' que tienen el mismo origen, se giran uno con respecto 
del otro. Obtenga las ecuaciones de transformación entre las coordenadas de un punto en los dos sistemas. 


4.39. 


Solución 


Sean r y r' los vectores de posición de cualquier punto P en los dos sistemas (consulte la figura 4-1, en la página 


72). Entonces, como r = r', 
xi’ t y'j t zk' = xi + yj + zk 


Ahora, para cualquier vector A, tenemos lo siguiente (vea el problema 4.20 del capítulo 2), 





А = (Аі) + (AjOj' + (АКЭК” 


Así, si se hace A = i, j у К en sucesión, 





i= GD + (OS + (OK = hii + baj +13K 
j 2 G: Di + GN + G* ЮК = h + D5j' + b2k' 
k = (k* ii + (К° Oj + (k* КЭК = 1131 + 3) + l33K' 








Al sustituir las ecuaciones (2) en (1) e igualar los coeficientes de i', j' y k', se encuentra que: 








х= lx + hy + һм, у = bix + [оу + bz у z’ = lx + Гоу + l33z 


que son las ecuaciones de transformación pedidas. 


Demuestre que: 


i' = lui + h2j+ lsk 
j = bii + l2j + b3k 
К = bii + 132) + l33k 


Solución 


Para cualquier vector А tenemos que A = (A * Di + (A · Dj + (А. ЮК. 
Entonces, si A — i', j' y k', en sucesión, 





ї = (i Di + Ge j+ G kk = hii + hj + hk 
j = (G Di + G* 3j G'* KK = bii + b2j + bsk 
k = (k'i + (k'* Dj + (k Kk = Iii 4-12 j + bsk 














(0 


(2) 


(3) 


PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS сэ 


4.40. Demuestre que 3 1 „іт = 1, sim = n, y Osim + n, donde m y n pueden adoptar cualquiera de los va- 
p=1 'pm*p y 


4.41. 


lores 1,2 0 3. 


Solución 


De la ecuación (2) del problema 4.38, 





Б.к). (ii 





laik)* (101 








11-1-011-/ 
itj 20- (11 bij 
ik 20- (Iii bij 





Ilaik)* (11 

















bij + bik) =5,+6 +6 
loj + l32K) = lulio + bibo + 13102 
1з) + 3) = llis + bibs + 13103 


Esto establece el resultado requerido, donde m = 1. Si se considera j + i, j + j, j + K, Ki, k + jy k- k, el resultado 
puede demostrarse para m = 2 y m = 3. 
Al escribir 


1 
Sm =| 


El símbolo 6,,, se llama delta de Kronecker. 


3 
sim = п  elresultado puede escribirse como › lpmlpn = дтп. 
т=п p=1 


Suponga que Ф(х, у, z) es un invariante escalar con respecto а una rotación de ejes. Demuestre que grad $ es 
un invariante vectorial con dicha transformación. 





Solución 
Por hipótesis, ф(х, у, z) = $'(x', y”, z’). Para establecer el resultado deseado, debe demostrarse que 
/ / / 
аф дф, дф дф, аф, афу 
дх ду дс дх” dy дг’ 


Con el empleo de la regla de la cadena у las ecuaciones de transformación (3) del problema 4.38, tenemos que: 


























эф Od ov афу да ә дф, дф, 
дх Ox дх ду Ox д Ox x E yl ший Эн 
эф Od ov афу дап ә дәф, дф, 
Y Әх ду дуду Oz ду Әх ^ Әу 22 Әс 
дф аф дау ad ду ador аф Әф дф, 
əz Ox Oz ду Oz Oz Oz v ын ду di 2: p 


A] multiplicar estas ecuaciones por i, j y k, respectivamente, y sumarlas, y con el uso del problema 4.39, se llega 
al resultado requerido. 


PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


4.42. 
4.43. 
4.44. 
4.45. 


4.46. 


4.47. 


4.48. 


4.49. 


Suponga que ф = 2xz* — x?y. Encuentre Уфу уф en el punto (2, —2, — 1). 

Suponga que A = 24% — 3yzj + xZck y ф = 2z — xy. Encuentre A - Уфу Ax Уфеп el punto (1, —1, 1). 
Suponga que F = x2% + еу G = 22у — xy?. Determine a) V(F + G) y b) V(FG) en el punto (1, 0, —2). 
Encuentre Vlr}. 


fer 


r 





Demuestre que Vf(r) — 


^ 6 
Evaláe «(эг – 44/7 + 5) 


Sea VU — 2r*r. Encuentre U. 


Determine ¢(r) tal que Уф = г/т? y ф(1) = 0. 


4.50. 
4.51. 
4.52. 
4.53. 
4.54. 


4.55. 


4.56. 


4.57. 


4.58. 


4.59. 


4.60. 
4.61. 
4.62. 
4.63. 
4.64. 


4.65. 


4.66. 
4.67. 


4.68. 


4.69. 


4.70. 


4.71. 
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Encuentre V y, donde у = G? + y? + z)e-v * +2, 


Sea Уф = 2xyzi + x?2j + 3х^уг К. Encuentre ф(х, y, z) si $(1, —2, 2) = 4. 





Suponga que Vy = ( y? — 2xy%)i + (3 + 2xy — x!g)j + (62 — 3x2yz))k. Determine y. 
Sea U una función diferenciable de x, y у z. Demuestre que VU · dr = dU. 


Suponga que F es una función diferenciable de x, y, z y t, donde x, y y z, son funciones diferenciables de t. Demues- 
tre que 





ағ ӘР аг 
== БУЕ: 
dt ðt а 


Sea A un vector constante. Demuestre que V(r - А) = A. 


Suponga que A(x, y, 2) = Aii Аз) + Ask. Demuestre que dA = (VA; • dr ji + (VA) * dr)j + (VA; • dr)k. 


GVF — FVG 
С? 4 





Pruebe que v(¿) = si С + 0. 


Encuentre un vector unitario que sea perpendicular a la superficie del paraboloide de revolución z — x? + y? en el 
punto (1, 2, 5). 





Determine la normal unitaria trazada hacia fuera de la superficie (x 1pc-y-(z-2y-209ene punto 
(3, 1, -4). 


Encuentre una ecuación рага el plano tangente a la superficie xz? + x%y = z — 1 en el punto (1, —3, 2). 
Encuentre ecuaciones para el plano tangente y la recta normal a la superficie z — x? + y? en el punto (2, —1, 5). 
Encuentre la derivada direccional de ф = 4xz? — 3x2y^z en (2, — 1, 2) en la dirección 2i — 3j + 6k. 

Encuentre la derivada direccional de P = 46577 + en el punto (1, 1, —1) en dirección hacia el punto (—3, 5, 6). 


¿En qué dirección desde el punto (1, 3, 2) es un máximo la derivada direccional de ф = 2xz — y?? ¿Cuál es la 
magnitud de este máximo? 


Encuentre los valores de las constantes a, b y c, de modo que la derivada direccional de ф = axy? + рус + сох? en 
(1, 2, — 1) tenga un máximo de magnitud 64 en una dirección paralela al eje z. 


Encuentre el ángulo agudo entre las superficies xy?z = 3x + 2? y 332 — y? + 2z = 1 en el punto (1, —2, 1). 


Encuentre las constantes a, b y c de modo que la superficie ax? — byz — (a + 2)x sea ortogonal a la superficie 
4х2у +2=4enel punto (1, —1, 2). 


a) Sean u y v funciones diferenciables de x, y y z. Demuestre que una condición necesaria y suficiente para que 
и y v se relacionen funcionalmente por medio de la ecuación F(u, v) = 0 es que Vu x Уу = 0 


y P А А 
están relacionadas funcionalmente. 





b) Determine si u = arc tan x + arc tan y y v = = 
a) Demuestre que Vu - Vv x Vw = 0 es una condición necesaria y suficiente para que u(x, y, z), v(x, y, z) y w(x, 
y, z) estén relacionadas funcionalmente por medio de la ecuación F(u, v, w) = 0. 
b) Exprese Уи, Vv x Vw en forma de determinante. Este determinante se llama jacobiano de u, v y w con respec- 
| д(и, у, w) u, v, w 
to de x, y y z, que se escribe como J ( ) 


о 
Ax, у, 2) х, у, 2 


2 + y? ++ ууу = ху + yz + zx están relacionadas funcionalmente. 








с) Determine siu=x+y+Zz,v=x 





Sean A = 3xyzli + 2xy)j — x2yzk y ф = 3x? — yz. En el punto (1, —1, 1), calcule a) V A, b) A · Уф, 
c) V * (9A) y d) V · (Уф). 


Evalúe div(2x?zi — xy?z j + Зу: К). 


4.72. 
4.73. 
4.74. 
4.75. 
4.76. 
4.77. 
4.78. 
4.79. 
4.80. 
4.81. 
4.82. 


4.83. 


4.84. 
4.85. 


4.86. 


4.87. 


4.88. 
4.89. 


4.90. 
4.91. 
4.92. 


4.93. 
4.94. 


4.95. 


4.96. 


4.97. 


4.98. 
4.99. 


PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 





Sea ф = 3х2 — y! + Ax)y + 2x — Зу — 5. Encuentre V2. 
Evalúe V*(In r). 


Demuestre V?r" = n(n + 1)r"”?, donde n es una constante. 





Sea Е = (3x2y — gi + (x? + y*j — 2x%?k. Determine V(V - Е) en el punto (2, —1, 0). 
Suponga que w es un vector constante y que у = ох г. Pruebe que div v = 0. 
Demuestre que У2(фу) = QV?y + 2V$ - Vi - JV? Q. 
Sean U = 3x%y y V = xz? — 2y. Evalúe grad[(grad U) - (grad V)]. 
Evalúe V - (r?r). 
Evalúe V - [rV(1/r?)]. 
Evalúe V?[V - (r/r?)]. 
Si A — r/r, encuentre grad div A. 
df 2df 


a) Pruebe que V?f (r) = 2422. b) Encuentre f(r) tal que V?f (r) = 0. 
dr? rdr 





Demuestre que el vector A = 3y%%i + 4х722) — 3x2y?k es solenoidal. 








Pruebe que A = (232 + 8xy?zji + (Зх?у — 3xy)j — (4y?z? + 2x?z)k no es solenoidal, pero B = xyA sí lo es. 


Encuentre la función diferenciable más general f(r) de modo que f(r)r sea solenoidal. 


—xi — yj 
Demuestre que el campo vectorial V — A es un “campo sumidero”. Grafíquelo y haga una interpretación 
Ху 
física. 
Suponga que U y V son campos escalares diferenciables. Demuestre que VU x VV es solenoidal. 


Sean A = 2x2 — yz j + 3xck y ф = хус En el punto (1, 1, 1), encuentre lo siguiente: 
a)V XA, b)rot(dA) с)УХ(УХА), d)V[A-rotA] y e)rotgrad (HA). 


Sea F = xyz, G = xy — 32. Encuentre a) V[(VF) · (VG)], b) V - (VF) X (VG)] y o) V X [(VF) х (VG)]. 


Evalúe V X (r/r?). 





¿Para qué valor de la constante a el vector A = (аху — zi + (a — 2)2j + (1 — a)xz”k tendrá su rotacional igual 
a cero? 


Demuestre que rot( grad Ф) = 0. 





Grafique los campos vectoriales A = xi + yj y B = yi — xj. Calcule la divergencia y el rotacional de cada campo 
vectorial y explique el significado físico de los resultados obtenidos. 


Dadas A = x/zi + yj — 3xyk, B = уі — yz j + 2xk y ф = 2x? + yz. Calcule 
a)A: (Уф), Б) (А ·У)ф, с) (А · У)В, d)B(A:V) y 0) (У: А)В. 


Suponga que А = yzi — 3х2) + 2xyzk, В = 3xi + 4zj — хук, y ф = xyz. Encuentre a) А X (Уф), b) (А X Уу, 
с) (УХА) ХВуй)В:У -А. 


Dadas А = х:й + 2yj — 3xzk y B = 3х4 + 2yzj — zk. Encuentre A X (V X B) у (A X V) X B en el punto 
(1, —1, 2). 


Pruebe que (v + V)v = 2Vv? — v x (V x v). 


Demuestre que У · (A X B) = В.(У х A)XA-*(V X B). 


4.100. 
4.101. 
4.102. 
4.103. 
4.104. 
4.105. 
4.106. 


4.107. 


4.108. 


4.109. 


4.110. 


4.111. 


4.112. 


4.113. 


4.114. 


4.115. 


4.116 


4.117 
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Pruebe que V x (A x B) = (В · V)A — B(V- A) — (А · VB + A(V - B). 

Demuestre que V(A · В) = (B- VA + (А - VB + Вх (УХА) - Ax(Vx B). 

Demuestre que A = (6xy + Di + (3х2 — dj + Gx? — y)k es irrotacional. Determine $ de modo que A = V4. 
Pruebe que E = r/r? es irrotacional. Determine $ tal que E = —V ¢ y tal que ф(а) = 0, donde a > 0. 

Suponga que A y B son irrotacionales. Demuestre que A x B es solenoidal. 

Suponga que f(r) es diferenciable. Demuestre que f(r)r es irrotacional. 


¿Hay alguna función vectorial diferenciable tal que a) rot V = r, b) rot V = 2i + j + 3k? Si así fuera, encuen- 
tre V. 


Demuestre que las soluciones de las ecuaciones de Maxwell 
VxH-—-—, УхЁ-----, V:H=0 y V:E-—4mp 
c c 


donde p es una función de x, y y z, y c es la velocidad de la luz, que se supone constante, están dadas por 


Кур: H=VxA 
c Ot 


donde A y 4, que reciben los nombres de potencial vectorial y potencial escalar, respectivamente, satisfacen las 
ecuaciones 


са, к= О, 0) 
У2ф--5-25---4тр, (2) 
YA = 55 (3) 


a) Dada la díada Ф = ii + jj + kk, evalúe r - (Ф - г) y (т. Ф) - r. b) ¿Hay alguna ambigüedad al escribir 
r - È + r? c) ¿Qué representa geométricamente г · Ф · г = 1? 


a) Suponga que A = xz — у] + yZk y B = 2% — xyj + y'k. Diga un posible significado de (A x V)B en el 
punto (1, —1, 1). 
b) ¿Es posible escribir el resultado como (A x VB) con el uso de díadas? 


Demuestre que ф(х, y, z) = 22 + y? + 2? es un invariante escalar con una rotación de ejes. 


Sea A(x, y, z) un campo vectorial diferenciable invariante con respecto de una rotación de ejes. Demuestre que 
a) div A y b) rot A, son campos escalar y vectorial invariantes, respectivamente. 


Resuelva las ecuaciones (3) del problema resuelto 4.38, para x, y y z, en términos de x', y' y z’. 
Suponga que A y B son invariantes en una rotación. Demuestre que A - B y A X B también son invariantes. 


Demuestre que con una rotación 














Demuestre que el operador laplaciano es invariante con una rotación. 


. Suponga que А = x?zli — 2y?2j + xy%k, B = х0 + уг} — хуку ф = 2x2y2?. Encuentre: 
а) (A: V), БА: Уф, с) (В: Ү)ф, а) (АхУ)ф y ejAxVo. 


. Pruebe que a) V x (А + В) = VxA+VxByb)Vx(9A) = (V9) ХА +Ф(У xA). 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS сэ 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 





4.42. 10i — 4j — 16k, 2:93 4.64. Еп la dirección de 4i — 6j + 2k, 2 V14 
443. 5,7i—j— 11k 465. а-6,5-24ус--8 
3 v6 
4.44. —4i + 91i + k, b) —8j 4.66. arc cos ———— = arc cos — = 79°55' 
a)—4i+9j , b) —8j 66 mom A 
445. 3rr 4.67. а-5/2уЬ-1 
447. (6—2r?? — 2r "Pr 4.68. b) Sí (v = tan u) 


4.48. гЗ + constante 


1 1 
449. d()-73 ( = 5) 





ðu ðu ðu 
дх ду д 
- dv ду ду 225 
450. (2-— ре т 4.69. b) Эх ду E с) Sí (w — v — 2w = 0) 
ðw ðw ðw 
дх ду д 
451. ф= жуг + 20 470. а) 4, Б) –—15, с) 1уа)6 
4.52. о = xy) — хуг + Зу + (3/2) + constante 471. 4х2 — 2xyz + 6yz 
4.58. (21 +4) – Ҝ)/= v21 472. 6: + 24ху — 22 — бу 
4.59. (21 + j —2ky3 473. 1? 
4.60. 2x - y - 3: +1 4.75. —6i + 24j — 32k 


х-2 y+1_2z-5 


4.61. 4х-2у-1-5, 4.78. (6yz — 12x)i + 6x2 + 12xyzk 





4 -2 Е | 
3 
ох=&4&+2,у=—2—1,2=— +5 4.79. 6r 
480. 3r ^ 
4.62. 376/7 
4.63. -20/9 
481. 2r ^ 482. 2-3 


4.83. f(r) = A +B/r, donde A y B son constantes arbitrarias. 

4.86. f(r) = С/г, donde C es una constante arbitraria. 

489. a) і+ј, b)5i—3j— 4k, с) 51+ 3k, d)2i+j+8k y с)0 
490. а) Qyz-3xz- I2xygji + (Axyz — бх20)ј + Qxy? + x? — бх?у)К 














b) 0 
c) (Xz— 24хух)і — (12222 + 2xyz)j + Qxy) + 12y2? + x°)k 
491. 0 492. a=4 


4.95. a) 4xXz- yd – ху! 
b) 4х?@+ y — Зху? (igual que el inciso a)) 
c) 2¿i+ (3xy? — yz*)j + 2%k 
9 9 9 
d) eloperador (32y?zi — xyz j + 2x2 zk) 22 Géi-yadj+ 2xy E). + (—3xyli + 3xy?zj — бх?уҝ) 2 
e) Qxyz ут Qayl + yz*)j + (422 + 2x2)k 
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4.96. a) 5x yz + хус] + Axyk 





| 


b) 5x yz + xy?zj + 4хуг?К (igual que el inciso a)) 
c) l62i- (8х2ус — 12x2)j + 32xgk а) 24х22 + 4xy2 





4.97. Ах (V x B) = 18i — 12j + 16k, (A x V) x B = 4j + 76k 





4.102. ф = 3x? + xz — yz + constante 4.103. ф = In(a/r) 





4.106. a) No, b)V = 3хј + (2y — xk + Уф, donde $ es una función arbitraria diferenciable dos veces. 
4108. a) r-(D-r)=(r:D)*r=x2+y+2, р) №, с) Esfera de radio uno con centro en el origen. 


4409. a) —4ii — ij + 3ik — jj — 4ji + 3kk 





b) Sí,silas operaciones se ejecutan en forma apropiada. 





4112. х= hax + biy! + biz’, у = lox! bay! + bx’, z = lax! + lazy" + haz 
4.116. a) = b) 4х7уг - 4х2у2р + бх?у?г? 








с) (2232 — yzi + (42 + 4хул2) + (y + 2102 — yk 


d) = е) CIN? 2x9y?z*ji + (—6x^yz? + 42у? )ј + (Ох? + 8ху?с)К 





Integración vectorial 


5.1 INTRODUCCIÓN 


El lector ya está familiarizado con la integración de funciones de una variable evaluadas con números reales, f(x). En 
específico, tenemos la integral indefinida o antiderivada, que se denota así: 


| лө dx 


y la integral definida en un intervalo cerrado como [a, b], cuya notación es la siguiente: 


b 


| лө dx 


a 


En este capítulo se amplían estas definiciones a funciones de una variable evaluadas con vectores. 


5.2 INTEGRALES ORDINARIAS DE FUNCIONES EVALUADAS CON VECTORES 


Sea R(u) = Ri(u)i + Rx(u)j + Rs(u)k un vector que depende de una sola variable escalar, u, donde se supone que Ri(u), 
Rx(u) y R3(u) son continuas en un intervalo específico. Entonces, 


[Roo du — [ко du +i [Ro du + k [R du 
se denomina integral indefinida de R(u). Si existe un vector S(u) tal que 
d 
R(u) = Tu (8(и)), 
и 
entonces 
d 
R(u) du = 4, 800) du = S(u) + с 
и 
donde с es un vector constante arbitrario que es independiente de и. En ese caso, la integral definida entre los límites 


и = ау и = b se escriben como sigue: 


b b 
[Roo du — [Z 800 du = б(и)+с 


а 


b 
= S(b) — S(a) 


a 





CAPÍTULO 5 INTEGRACIÓN VECTORIAL 


Esta integral también puede definirse como el límite de una suma en forma análoga a como se hace en el cálculo 
integral elemental. 


EJEMPLO 5.1 Suponga que R(u) = ii + 2и?) — 5k. Encuentre: a) | (и) du, b) № R(u) du. 





a) | код du= [wi Р 215j — 5k] du i Jul aei | a | за 
u? ид 
- (5 | ар Ї (5 Ї «Ji + (—5u + c3)k 


donde c es el vector constante cji Со) + сзК. 








b) Delinciso a): 


3 3 4 2 

| код du == i | 53 Suk + e| = [(8/3)i + 4j — 10k] — [—(1/3)i + (1/2)j — 5k] 
1 

1 











= (1/3) + (1/2) — 5k 


5.3 INTEGRALES DE LÍNEA 


Suponga que r(u) = х(и)і + у(и)ј + z(u)k es el vector de posición de puntos P(x, y, z) y que r(u) define una curva С 
que une los puntos P, y P2, donde u = uj y u = и», respectivamente. 

Suponemos que C está compuesta de un número finito de curvas para cada una de las cuales r(u) tiene una deri- 
vada continua. Sea A(x, y, 2) = Aji Ар) + Ask una función vectorial de posición definida y continua a lo largo de 
C. Entonces, la integral de la componente tangencial de А a lo largo de C de P; a Р» se denota como sigue: 


Р, 
| хсас- [А-а = [аала esa: 
P, C С 


es un ejemplo de integral de línea. Si A es la fuerza F sobre una partícula que se mueve a lo largo de C, esta integral 
de línea representa el trabajo realizado por la fuerza. Si C es una curva cerrada (que supondremos es una curva ce- 
rrada simple, es decir, una curva que no se interseca consigo misma en ningún punto), es frecuente denotar la integral 
alrededor de C del modo siguiente: 


pa: dr= Das d+ Andy e Ade 


En aerodinámica y dinámica de fluidos esta integral recibe el nombre de circulación de A sobre C, donde A repre- 
senta la velocidad de un fluido. 

En general, cualquier integral que se evalúe a lo largo de una curva se llama integral de línea. Dichas integrales 
se definen en términos de límites de sumas del mismo modo que se hace en el cálculo elemental. 


EJEMPLO 5.2 Suponga que F = —3x%i + 5xyj y sea C la curva у = 2x? en el plano xy. Evalúe la integral de línea 
[c E · dr de Р\(0, 0) a Px(1, 2). 
Como la integración se lleva a cabo en el plano xy (z = 0), se toma r = xi + yj. Entonces: 





| Е-ас- | conie ор» as E dyj) = | 3x? dx + 5xy dy). 
C C C 


5.4 INTEGRALES DE SUPERFICIE 


Primer método. Sea x = ten y = 222. Entonces, las ecuaciones paramétricas de C son x = t y y = 22. Los puntos 
(0, 0) y (1, 2) corresponden a t = О y t = 1, respectivamente. Por tanto: 


1 1 
[r -dr = | [—-3£ dt + 522) d2é)] = | (=з? + 40i) dt = [P +81), =7. 
c 1-0 г-0 

Segundo método. Se sustituye y = 2x? directamente, donde x va de 0 a 1. Queda: 


1 1 
[e dr = | [—3х” dx + 5х(2х”) d(2x?)] = | (3x7 + 40x*) dx = [х + 8°], =7. 


€ x=0 x=0 


Campos conservativos 


Se aplica el teorema siguiente: 


TEOREMA 5.1. Suponga que A = Уф en cualquier parte de una región R del espacio, donde R está definida 
por а S x S а»), bi S y € Б, су S z S с, y en la que ф(х, у, z) es de una sola variable y tiene 
derivadas continuas en R. Entonces: 





i) | 2 A* dr es independiente de la trayectoria C que une a P, y P» en К. 
ii) $c А dr = 0 alrededor de cualquier curva cerrada C en R. 


En tal caso, A se denomina campo vectorial conservativo y es su potencial escalar. 


5.4 INTEGRALES DE SUPERFICIE 


Sea S una superficie de dos lados, como la que se ilustra en la figura 5-1. Un lado de S se considera de manera ar- 
bitraria como el positivo (si S es una superficie cerrada, como una esfera, entonces el lado exterior se toma como 
el positivo). Una normal unitaria, n, a cualquier punto del lado positivo de S se llama normal unitaria positiva O 
dirigida hacia fuera. 








Figura 5-1 


Asociemos con la diferencial de la superficie, dS, un vector dS de magnitud dS y cuya dirección es la de n. En- 


tonces, dS = n 15. La integral 
|А-а8- [Ja nas 
5 5 
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es un ejemplo de una integral de superficie llamada flujo de A sobre S. Otras integrales de superficie son las siguientes: 


[^ [^ 48, J^ x 48 


donde ф es una función escalar. Dichas integrales se definen en términos de límites de sumas del modo en que se 
acostumbra hacerlo en el cálculo elemental (vea el problema 5.17). 

En ocasiones se emplea la notación # ; para indicar una integración sobre la superficie cerrada 5. Cuando no 
haya confusión posible también puede usarse la notación $. 

Para evaluar integrales de superficie es conveniente expresarlas como integrales dobles tomadas sobre el área 
proyectada de la superficie S sobre uno de los planos coordenados. Esto es posible si cualquiera de las rectas perpen- 
diculares al plano coordenado escogido interseca a la superficie en no más de un punto. Sin embargo, esto no plantea 
ningún problema real porque por lo general es posible dividir 5 en superficies que satisfagan esta restricción. 


5.5 INTEGRALES DE VOLUMEN 


Considere una superficie cerrada en el espacio que encierra un volumen V. Entonces, las integrales de volumen o 
integrales espaciales, como en ocasiones son llamadas, se denotan como sigue: 


ЇР dV y e" 


En los problemas resueltos se evalúan algunas de dichas integrales. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


51. Suponga que R(u) = 3i + (i? + 4u”)j + uk. Encuentre: a) | R(u) du y b) Ї R(u) du. 





Solución 


a) | код du = Ji + (w° + 4u?)j + uk] du 





= з аи + ijo ài) du Hk | най 


1 1 1 
= (Зи + c1) + (que | TO | (бе | «Jk 
1 1 1 
= Bi 4 (qu Ї jh Ї (36) He 


donde c es el vector constante cji + сој + c3k. 








b) Delinciso a), 


2 


X cds AP s diae OT ad 
[ко = [cur | (19 | jh) | (26) e = 314 1 j+ ¿E 


1 





PROBLEMAS RESUELTOS 


Otro método 





2 2 2 2 
[Ro au =i f3 du 4 16 + 4и”) du 4 x [wan 
1 1 1 1 





NOE as ОБ 
= puli | | u^ 4 2l | EAE 
La aceleración de una partícula en cualquier momento t > 0 está dada por 


d 
a= = = (25 cos 21) + (16 sen 21)j + (90). 


5.2. 


Solución 
Suponga que la velocidad v y el desplazamiento r son dos vectores cero en f = 0. Calcule v y r en cualquier mo- 


mento. AI integrar se obtiene lo siguiente: 


y= оз cos 2f) dt 4- j Jas sen 21) dt + x [en dt 


25 9 
= E sen 2 + (—8 cos 2£)j + (26) cı. 





Al hacer v = 0 cuando t = 0, llegamos a 0 = 0i — 8j + Ok + с, ус = 8j. Entonces: 


dr 25 : А 92 
У = gm E sen + (8 — 8cos21)j + (5 к 


Se integra: 


r= E sen и) |а — 8с05 27) dt + (29) dt 


2 
= (- ека)! + (81 + 4 sen 21)j + Ge) +0. 


Al hacer r = 0 cuando ż = 0, se llega a: 


Entonces: 


25 2 
r= (2- d оог) (8 + 4 sen 21)j + (56) 


2 


аА 
5.3. Evalúe | A х —— dt. 
va ie | x -2 


Solución 


2 2 
а (л ¿A S uU A DAN I A HEN 
d? 4 dt аг 


Se integra: 





5.4. 


CAPÍTULO 5 INTEGRACIÓN VECTORIAL 


La ecuación del movimiento de una partícula P de masa m está dada por 


donde r es el vector de posición de P medido a partir de un origen O, r, es un vector unitario en la dirección 
de r, y f(r) es una función de la distancia de P desde O. 


a) Demuestre que r x (dr/dt) = c, donde c es un vector constante. 

b) Interprete físicamente los casos en que f(r) « 0 y f(r) > 0. 

c) Haga la interpretación del resultado del inciso a), geométricamente. 

d) Describa cómo se relacionan los resultados obtenidos con el movimiento de los planetas en nuestro sis- 
tema solar. 

Solución 

a) Se multiplican los dos lados de m(d^rld?) = f(r por rx. Entonces: 


b) 


c) 


d) 


7r 
mrx45-—f()rxr = 0 


como г y r; son colineales, entonces г х rı = 0. Por esto: 


аг 
Al integrar, г х FE donde c es un vector constante (compare esto con el resultado del problema 5.3). 


Si f(r) « 0, la aceleración Фу/4аг tiene dirección opuesta а үү, entonces, la fuerza está dirigida hacia O y la 
partícula siempre es atraída hacia O. 

Si f(r) > 0, la fuerza está dirigida hacia fuera de O y la partícula está sujeta a la influencia de una fuerza 
de repulsión en O. 

Una fuerza dirigida hacia o alejándose de un punto fijo O, y que tenga una magnitud que sólo dependa de 
la distancia r hasta O, se llama fuerza central. 


En el tiempo At, la partícula se mueve de M a N (vea la figura 5-2). El área barrida por el vector de posición 
en este tiempo es aproximadamente la de un paralelogramo con lados r y Ar, o + г x Ar. Entonces, el área 
aproximada barrida por el radio vector por unidad de tiempo es $ г x Ar/At; así, la tasa instantánea de cambio 
del área con respecto del tiempo es 

1 


: Ar 
lím zr x — =5r 


1 
5 rxv 
Аг-э0 2 At 2 


dr 
х---1 

de ? 
donde v es la velocidad instantánea de la partícula. La cantidad H = $r x (dr/dt) = 5r x v se llama velocidad 
superficial. Del inciso a) tenemos que: 


: Р аг 
velocidad superficial = Н = ir x d — constante 


Como г. Н = 0, el movimiento tiene lugar en un plano, que en la figura 5-2 se toma como el plano xy. 


Un planeta (como la Tierra) es atraído por el Sol de acuerdo con la ley universal de la gravitación de Newton, 
que establece que dos objetos cualesquiera de masas m y M, respectivamente, se atraen mutuamente con una 
fuerza de magnitud F = GMm/r?, donde r es la distancia entre los objetos y С es una constante universal. 


5.5. 





PROBLEMAS RESUELTOS 


Sean m y M las masas del planeta y el Sol, respectivamente, y se escoge un conjunto de ejes coordenados 
con origen en O en el Sol. Entonces, la ecuación de movimiento del planeta es 


Pr GMm Pr _ GM 


con la suposición de que la influencia de los demás planetas es despreciable. 

De acuerdo con el inciso c), un planeta se mueve alrededor del Sol de modo tal que su vector de posición 
recorre áreas iguales en tiempos iguales. Este resultado y el del problema 5.5 son dos de las tres famosas leyes 
de Kepler que éste dedujo en forma empírica a partir de las enormes cantidades de datos recabados por el as- 
trónomo Tycho Brahe. Estas leyes permitieron a Newton la formulación de su ley universal de la gravitación. 
Para la tercera ley de Kepler, vea el problema 5.36. 


2 





Planeta 


H = velocidad superficial 


=! rx cn = constante 
=; due 








uode ce 
1 + єсоѕ 0 


Figura 5-2 Figura 5-3 


Elipse r = 


Demuestre que la trayectoria de un planeta alrededor del Sol es una elipse con el Sol en uno de sus focos. 


Solución 
De los problemas 5.4c) y 5.4d), 








a gh ч 
rxv=2H=h (2) 
Ahora, r = rri, dr/dt = r(drj/dt) + (dr/dt)ri, de modo que 
B 2 dr; А ағ 2 dr; 
=Frxv=rr¡x ДУР Fn -rnhXag (3) 
De la ecuación (1): 
dv GM dri 
q BS x h = —GMr|; х (r a) 
dr; dr; dr; 
= —GM . . = GM — 
G (n a )n (rieri) m] G 57 


con el empleo de la ecuación (3) y el hecho de que гу. (4к1/40) = О (vea el problema 3.9). Pero como h es un vector 
constante, 
dv 


d 
ES 


por lo que: 
d dr; 
Ret h) = СМ 
T. 
Al integrar queda: 


v x h= СМг +p 


CAPÍTULO 5 INTEGRACIÓN VECTORIAL 


de lo que se obtiene: 
г · (ух) = СМг г +г.р 
= GMr + rri* p = GMr + rp cos 0 





donde p es un vector constante arbitrario con magnitud p y 0 es el ángulo entre руг. 
Comor:(vxh)-(rxv):h-h:h- 12, tenemos que h? = GMr + rp cos 0, y 
2 I?/GM 
r= === 
GM +рсоѕ$0 1+ (р/СМ)соѕ 0 





De la geometría analítica se sabe que la ecuación polar de una sección cónica con foco en el origen y excentricidad 
e, es т = а/(1 + ecos 0), donde a es una constante (vea la figura 5-3). Al comparar ésta con la ecuación obtenida, 
se observa que la órbita requerida es una sección cónica con excentricidad e — p/GM. La órbita es una elipse, pará- 
bola o hipérbola, segün sea e menor, igual o mayor que uno. Como las órbitas de los planetas son curvas cerradas, 


se concluye que deben ser elipses. 


Integrales de línea 





5.6. Suponga que A = (3x? + 6y)i — 14yzj + 20xzk. Evalúe Je A · dr de (0, 0, 0) a (1, 1, 1), a lo largo de las tra- 
yectorias C siguientes: 
а) х=ъу= Руг= р. 
Б) la línea recta que va de (0, 0, 0) a (1, 0, 0), que luego va a (1, 1, 0) y después a (1, 1, 1). 
c) la línea recta que une al punto (0, 0, 0) con (1, 1, 1). 


Solución 





C 





fa -dr = | [0322 + 6y)i — 14yzj + 20x2?k] - (dxi + dyj + dzk) 
С 
= Jo? + бу) dx — 14yz dy + 20xz? dz 
C 
a) Six=t,y= Р у= P, los puntos (0, 0, 0) y (1, 1, 1) corresponden a t = 0 y t = 1, respectivamente. En- 


tonces: 
1 


[А -ае= | (32 +68) dt — 14415) 402) + 200000)? a?) 


© 1=0 





= | 9? dt — 284% dt + 600 dt 


1=0 





1 
= | (9? — 281% + 60?) dt = 3P — 4t? + 6110 „= 


1=0 


Otro método 





A lo largo de C, A = 91% — 141% + 20k y der = xi + yj + zk = ti + 2) + К y de dr = (i + 2] + 3) dt. 


Entonces 
1 


la «dr= | (9021 — 147] + 20k)" @ + 21) + 3%k) dt 
C 


1=0 


= [or — 281% + 600) dt = 5 
0 


PROBLEMAS RESUELTOS 


0, mientras que x varía 





0, z = 0, dy = 0 y dz 





b) A lo largo de la línea recta que va de (0, 0, 0) a (1, 0, 0), y 
de 0 a 1. Entonces, la integral sobre esta parte de la trayectoria es: 
1 


1 
(3х2 + 6(0)) dx — 14(0)(0)(0) + 20х00)2(0) = | 3x dx =x* i =1 
x=0 


0, en tanto que y varía de 








x=0 
1,z = 0, dx = 0 y dz 


A lo largo de la línea recta que va de (1, 0,0) a (1, 1, 0), x 
0 a 1. Con esto, la integral por esta parte de la trayectoria resulta: 


1 
| (3(1)2 + бу)0 — 14у(0) dy + 20(1)(0)20 = 0 


у=0 
І, y = 1, dx = 0, dy = 0, y z varía de O a 1. Así que la 








Sobre la línea recta que une (1, 1, 0) con (1, 1, 1), x 


integral sobre esta parte de la trayectoria es: 
20723 20 


1 
3 lo 3 


BAF + 6(1))0 — 14(1)(0) + 20002 dz = | 202 dz = 
z=0 


Al sumar se llega a lo siguiente: 





| А4Г-1-0-Ч4 
3 3 
С 
c) La línea recta que une al punto (0, 0, 0) con (1, 1, 1) está dada en forma paramétrica por x = t, у = tyz =t 


Entonces: 
1 


| АМ аг- | GP +60) dt — 1400 dt + 20000? dt 
C 





1=0 
| 13 
112 + 202) dt = | 





142 + 208) dr = | (6t 


1=0 











Calcule el trabajo total realizado cuando se mueve una partícula en el campo de fuerzas dado por F = zi + zj 
0at- 1/2. 


5.7. 
+ xk, alo largo de la hélice C, dada por x = cost, y = sen t y z = t, det 








Solución 
Trabajo total = [r dr = Ja H zj + xk): (dxi + dyj + а) = fe dx + z dy + x dz) 
C C C 
т/2, тг/2. тг/2. 
- | (t d(cos t) + t. d(sen 1) + cost dt) = | (—t sen f) dt + | (t+ 1) cost dt 
0 0 


0 


Al evaluar |” 5 (—t sen 2) dt por partes se obtiene lo siguiente: 
1/2 
[t cos t]? — | cos t dt = 0 — [sen r7? = —1. 


0 


La evaluación de | i (t + 1) cos t dt por partes arroja: 

т/2 
[(t -- 1) sen 177 — | sen f dr = 23 1 + [cos 27-- 5 
0 


Con lo que el trabajo total es (1/2) — 1. 


5.8. 


5.9. 


CAPÍTULO 5 INTEGRACIÓN VECTORIAL 


Suponga que F = —3xi + 5xyj. Evalúe Je F + dr, donde C es la curva en el plano xy, y = 2x7, de (0, 0) а 
(1, 2). 


Solución 


Como la integración se lleva a cabo en el plano xy (z = 0), se puede tomar r — xi + yj. Entonces: 





[e «dr= | эй + 5хуј) * (dxi + Фу) = | 3x? dx + 5xy dy). 
C C C 


Primer método. Sea x = t en y = 2x?. Entonces, las ecuaciones paramétricas de C son x = t y y = 22. Los puntos 
(0, 0) y (1, 2) corresponden a t = 0 y t = 1, respectivamente. Entonces: 


1 1 
[e «dr= | 1-32 dt + 51022) a22)] = | (34 + 404%) dt = [— + 86], =7 
C 1=0 1=0 
Segundo método. Se sustituye y = 2x? directamente, donde x va de 0 a 1. Entonces: 


1 1 
B «dr= | [3% dx + 5:22) 4(2х2)| = | (3x7 + 40x%) dx = [—х' + se], =7. 
C x=0 x=0 
Suponga que un campo de fuerzas está dado por 
= Qx - y +Di+ (a+ y — z)j + (3х — 2y + 42)k 


Calcule el trabajo realizado cuando se mueve una partícula alrededor de un círculo C en el plano xy con centro 
en el origen y radio igual a 3. 


Solución 
En el plano z = 0, F = (2x — у)і + (x + y)j + Gx — 2y)k y dr = dxi + ау), por lo que el trabajo realizado es 

















p dr — Jie: Уй + (х + у)ј + (Зх — 2y)k]: (dxi + dyj) 
C 
= [os y) dx + (x + y) dy 
С 
y 
r = xi + yj 


=3 cos ti + 3 sen tj 


Figura 5-4 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Se eligen las ecuaciones paramétricas de la circunferencia como x = 3 cos t y y = 3 sen t, donde f varía de 0 a 27 
(como se observa en la figura 5-4). Entonces, la integral de línea es: 


2m 
| [2(3 cos ft) — 3 sen 1(—3 sen f) dt + (3 соѕ г + 3 ѕер 7)(3 cos t) dt 


t0 


27 9 T 
= | (9 — 9 sen 1 cos 7) dt = 9 > sen? f|. = 187 
0 


Al recorrer C, escogimos el sentido contra el movimiento de las manecillas del reloj que se indica en la figura. Es 
la dirección positiva, lo que significa que C fue recorrida en el sentido positivo. Si C se recorriera en el sentido 
(negativo) a favor del movimiento de las manecillas del reloj, el valor de la integral sería — 187. 


5.10. a) Suponga que F = V4, donde ф es univaluada y tiene derivadas continuas. Demuestre que el trabajo 
realizado cuando una partícula se mueve de un punto P, = (xi, yi, 21) en dicho campo a otro punto P» = 
(х, y», 22), es independiente de la trayectoria que los une. 
b) Alainversa, suponga que Je F- dr es independiente de la trayectoria C que une dos puntos cualesquiera. 
Demuestre que existe una función $ tal que F = УФ. 








Solución 
a) Р, Р, 
Trabajo realizado = | Е + dr = | Уф · аг 
P, Р, 
Р, 
- | (са + ыг + xx) * (dxi + dyj + ак) 
Ox ду Oz 
1 
Р, 
= | дб | v | E 
Ox ду z 
Pi 
P; 
= [as = ф(Р›) — Ф(Р1) = Фо, у, 22) — (Улс) 
Pi 


Entonces, la integral depende sólo de los puntos Р, y Р», y no de la trayectoria que los une. Esto se cumple, por 
supuesto, sólo si ф(х, у, 2) es univaluada en todos los puntos P; y P». 


b) Sea F = Fii + F,j + Fsk. Por hipótesis, f. F • dr es independiente de la trayectoria C que une dos puntos 
cualesquiera, los que designamos como (xi, yi, zi) y (х, y, 2), respectivamente. Entonces: 


(х,у, 2) (х,у, 
ф(х, у, 2) = | F · аг = | Fi dx + Р dy + Ез dz 


(х1, ут, zi) (х,у, 21) 


5.11. 
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es independiente de la trayectoria que une a (xi, y1, zi) con (x, y, z). Entonces: 


(х+Ах, y, 2) (х, у, 2) 

Ф(х + Ах, у, z) – (x, у, z) = | Е· dr — | F- dr 
Ga. yi zi) Ga; yis zi) 
Ga. yr 4) (х4-2х, y, 2) 


= | Е-аг- | Е dr 


(х,у, 2) Qa. yr, zi) 


(х-ЕАх, y, z) (x+Ax, y, 2) 
= | F- dr = | Е dx + Р dy + Ез dz 
(x, y, 2) (x, y.z) 


Como la última integral debe ser independiente de la trayectoria que une a (x, y, 2) con (x + Ax, y, 2), se debe 
escoger la trayectoria de modo que sea una línea recta que los una a fin de que dy y dz sean igual a cero. Así: 


(х+Ах, y, 2) 
pa + Ах, у, 2) — Ф(х,у, 0) 1 Fi dx 
Ax Ах | 





(х,у, 2) 


Al obtener límites en ambos lados cuando Ax > 0, tenemos que дф/дх = Fı. De manera similar, se puede 
demostrar que 9д/ду = Fz y дд/дг = Ез. Entonces, 


дф. дф 
дуз д2 





F = Fii + Р) + Fsk = 





дф. 
сн, | k = Уф. 


Si J F + dr es independiente de la trayectoria C que une a P, y P», entonces F recibe el nombre de campo 
conservativo. Se concluye que si F = Ve entonces F es conservativo, y a la inversa. 


Demostración con el uso de vectores. Si la integral de línea es independiente de la trayectoria, entonces 


(х,у, 2) (х,у, 2) 4 
r 
(x,y,z) = | F: dr = | F- — ds 
ds 
Qa. yi zi) Qa. yi, zi) 


Por diferenciación, d $/ds = Е · (dr/ds). Pero 4ф/48 = Уф, (dr/ds) por lo que (Уф — F)* (dr/ds) = 0. Como 
esto debe cumplirse sin importar dr/ds, tenemos que F = УФ. 


a) Suponga que F es un campo conservativo. Demuestre que rot F — V x F — 0 (es decir, F es irrotacio- 
nal). 

b) Alainversa, si V x F — 0 (por lo que F es irrotacional), demuestre que F es conservativo. 

Solución 

d) SiFesun campo conservativo, entonces, según el problema 5.10, F = Уф. 


Entonces, rot F = Vx Уф = 0 (vea el problema 4.27a), en el capítulo 4). 


PROBLEMAS RESUELTOS 


i j К 
: д ə 0 
b) SiVxF= 0, entonces | 2 — — |= 0, por lo que 
əx ду @ 
F Е Fi 





Debe demostrarse que como consecuencia de esto se cumple que F = Уф. 
El trabajo realizado al moverse la partícula de (xi, y1, zi) a (x, y, z) en el campo de fuerzas F es: 


[ræ z) dx + Р(х, у, z) dy + F3(x, у, х) dz 
C 


donde C es una trayectoria que une a (хі, у, zi) con (x, у, z). Elijamos como trayectoria particular segmentos de 
línea recta que vayan de (xi, yi, zi) a (x, у, 21), a (x, y, zi) y a (x, y, z), y llamemos a ф(х, у, z) el trabajo realizado 
a lo largo de esta trayectoria particular. Entonces: 


Ез(х, у, ) dz 


€ 


dx, у, 2) = | ноход dx + | вела) dy+ 
XI Yi 


N 


Se concluye que 


д 
Ma F3(x, у, 2) 
az 


9ф ГЭР, 
== Fax, y,21)+ | (05 y, 2) dz 
ду ду 


1 


2 
дЕ 
= Р(х,у, zı) + [Puso dz 
Zi 


Ра 





= Р(х,у, z1) + F(x, у, 3] = Р(х,у, 21) + Р(х,у, z) — Р(х,у, 21) = Р(х,у, 2) 





Z1 











y 2 
Әф ЭР, ЭР, 
ло Fia, yz) + | 7 О6У. 21) dy + | (00у, 2) dz 
дх дх x 
yı 1 
ТЭР (ағ 
= Ех, уа) + [5 ®»а) dy + | =—(х,у,) de 
у 2 
yı 1 
y РА 
= Fix, у, 21) + Fi, у, 21) +F10,y,2) 
У zi 
= Fi(%,y1,21) + Fi, у, 21) — Fi y 21) + Fi, y, 2) — Fix, у, 21) = Fi(x,y, 2) 
Por lo que: 


9 9 9 
F =F¡i+Foj+F3k = 2i | ur | Фк уф, 
дх ду дс 








Así, una condición necesaria y suficiente para que un сатро Е sea conservativo es que rot F = У xF = 0. 


5.12. 
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a) Demuestre que F = (2ху + 23)і + x?j + 3x2?k es un campo de fuerzas conservativo. b) Encuentre el po- 
tencial escalar. c) Calcule el trabajo realizado cuando un objeto se mueve de (1, —2, 1) a (3, 1, 4). 


Solución 


a) Del problema 5.11 se observa que una condición necesaria y suficiente para que una fuerza sea conservativa es 
que rot F = V x F = 0. Ahora: 





i j k 
VxF 2 0 
nee дх ду Oz | C 


2ху+д х2 Зх? 
Por lo que Е es un сатро de fuerzas conservativo. 


b) Primer método. Según el problema 5.10: 








9 д 
Е = Уфо Ф| | 9, | о (буу EF z)i + х2) + 3х^К. 
Ox dy OZ 
Entonces: 

д 
= 2xy +z? (1) 
дх 
дф v 
5 == (2) 
рез (3) 
дс 


Al integrar se obtiene respectivamente de (1), (2) у (3) que: 





ф = xy + x2 fo. 2 
ф = xy + gaz) 
ф = x? + х,у) 





Esto concuerda si se escoge f (y, z) = 0, g(x, z) = xz y h(x, y) = ху de modo que ф = x?y + xz, ala que puede 
agregarse cualquier constante. 


Segundo método. Como F es conservativo, Se F * dr es independiente de la trayectoria C que une a (xi, yi, zi) 
con (x, y, 2). Con el empleo del método descrito en el problema 5.115) se llega a: 





x y 2 
ф(х, y, 2) = Je Ес) dx 4 |» 4у 4 | нг 4: 
x аі 























х y 2 
= (ур + xi) +y ca 
x yı 1 
= xy + ха -xp — хш d xy-xytx — хш 
= жу xà — ду, — худ = y + xz? + constante 
Tercer método. 
9 9 9 
Е · дг = Voó-*dr— 2" Ф ул байа 
дх ду д 


5.13. 
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PROBLEMAS RESUELTOS 


Entonces: 





d$ =F * dr = (2xy + 2) dx + X dy+3x2 ас 
= (2xy dx 4 x ау) 4 (2 dx+3x2 dz) 








= абу) + daz?) = d( y + xz’) 


уф- Xy + xe + constante. 
c) Trabajo realizado = |. F- dr 
^ 
= | (2ху + г) dx + x? dy+3x2 dz 
Р, , 





Р, 
-| а(х?у Ї х?) = жу хо 








Р, 


Otro método 
Del inciso b), ф(х, y, z) = xy + xz? + constante. 
Entonces, el trabajo realizado = ф(3, 1, 4) — (1, —2, 1) = 202. 


Demuestre que si Ї * F* dr es independiente de la trayectoria que une dos puntos P, y P» en una región dada, 
entonces фЕ. аг = 0 para todas las trayectorias cerradas en la región, y а la inversa. 


Solución 


Р, 


Р, 
B 
Figura 5-5 


Sea P,AP5BP| una curva cerrada (vea la figura 5-5). Entonces: 
} в-а | F- dr = | Е· аг + | F- dr 
P,AP3BP, РААР, P3BP, 
= | Е· dr — | F-dr=0 
РАР Р, ВР› 


ya que, por hipótesis, la integral de P, a Р» a lo largo de una trayectoria a través de A es la misma que a lo largo de 
otra a través de B. 
A la inversa, si $ Е· dr = 0, entonces 


| F:dr = | Е· аг + | F.: dr = | Е· dr — | F:dr—0 


P¡AP,BP¡ PAP, P3BPi P¡AP> P¡BP» 


| F:dr = | F- dr. 


P¡AP) P¡BP, 


de modo que 


a) Demuestre que una condición necesaria y suficiente рага que F; dx + F, dy + F; dz sea una diferencial 
exacta, es que V x F = 0, donde F = Fi + F5j + БК. 
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b) Demuestre que (y°z? cos x — 4x%) dx + 22%y sen x dy + (3y/z? sen x — x*) dz es una diferencial exacta de 
una función Фф, y encuentre ésta. 





Solución 
a) Suponga que 
9 д 9 
Е, dx + Е dy + F; dz = do = ed LE 277 
дх ду д 


una diferencial exacta. Entonces, como x, y y z son variables independientes. 


"TP у pot 
дх 
y así F = Fi + Р) + Fsk = (09/ox)i + (99/ду)) + (9д/д:Ж = Vo. Por tanto V x F = Vx Уф = 0. 


A la inversa, si V x F = 0, entonces, según el problema 5.11, F = Уф, por lo que ЕЁ, dr = Уф · dr = аф, 
es decir, F4 dx + Р dy + Ёз dz = d, una diferencial exacta. 


b) F = (y! cos x — Ax z)i + 22y sen xj + (Зул sen x — x^)k y V x F se calcula para que sea igual a cero, por 
lo que de acuerdo con el inciso a): 


(Y! cos x — 4x?z) dx + 22y sen x dy + (3y!g sen x — х“) dz = аф 
Por cualquiera de los métodos descritos en el problema 5.12 se llega a que ф = ул sen x — x^z + constante. 


5.15. Sea F un campo de fuerzas conservativo tal que F = — Уф. Suponga que una partícula de masa constante m 
se mueve en él. S1 A y B son dos puntos cualesquiera en el espacio, demuestre que 


ф(А) + imi = ф(В) + 1 тух 


donde уд у ув son las magnitudes de las velocidades de la partícula en A y en В, respectivamente. 


Solución 


Entonces: 





dr dr Br md (dry? 
=m . = 2 
а dt d? 24 14 


Al integrar se llega a: 





SiF = -VÓ, 





B B B 
Шин dias ka $A) — AB). 


Entonces Ф(А) – Ф(В) = 1 ту - imi, de modo que se llega al resultado. 


Ф(А) se llama energía potencial en A, y imi es la energía cinética en A. El resultado establece que la ener- 
gía total en A es igual a la energía total en B (conservación de la energía). Observe el signo menos en la ecuación 


F = -Vġ. 


PROBLEMAS RESUELTOS 








5.16. Suponga que ф = 2xyZ, F = xyi — zj + xky Ces la curva x = f, y = 2t y z = Р, de t = 0 аг = 1. Evalúe las 
integrales de línea a) ЇЕ $ dr y b) Je F x dr. 








Solución 
a) Alo largo de C, ф = 2хуг = 2@)(О)()? = 4, 
r — xi - yj + = 21+ 2tj + Pk, y 
dr = (21 + 2j + 3k) dt. 
Entonces 


- 


а 


фаг = | #?#са ++ эю di 
1=0 
1 
; | 2,10 ‚| ө 11 8. 4, 
—i|8t 0+) |87 а+К|12ї ditas 
0 0 0 





b) Alo largo de C, tenemos que F = xyi — zj + xk = 271 — £j + £k. Entonces: 
F x dr = QPDi — Pj + fk) x (21 + 2j + 32K) dt 





i j k 
—- 2p =P | а= [0-32 – 2i + QP — 6P)j + (4P +21%)k] at 
21 2 ЗР 


1 1 1 
[Fx а= 3% — 21%) dt 4 if AÑ) агч x [ar F 21^) dt 
C 0 0 0 
9 
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Integrales de superficie 


5.17. Proporcione una definición de | s А, n 45 sobre una superficie S, en términos del límite de una suma (vea la 
figura 5-6). 


Solución 


Subdivida el área 5 en M elementos de área AS,, donde p = 1, 2, 3, ..., M. Elija cualquier punto P, dentro de AS, 
cuyas coordenadas sean (xy, Ур, Zp). Defina А(х,, Ур, Zp) = Ay. Sea n, la normal unitaria positiva a AS, en P. De la 
suma 


M 
УГА, n AS, 
р=1 


donde A, • n, es la componente normal de A, еп Р,. 


5.18. 


CAPÍTULO 5 INTEGRACIÓN VECTORIAL 


Ahora se calcula el límite de esta suma cuando M — ^o, de modo que la dimensión más grande de cada AS, 
tienda a cero. Este límite, si existe, se denomina integral de superficie de la componente normal de A sobre 5, y se 


denota así: 
J^ n 45 
5 


Suponga que la superficie 5 tiene la proyección R sobre el plano ху (vea la figura 5-6). Demuestre que 


|А» а= [Pano 
|ne k| 


S R 





Solución 


De acuerdo con el problema 5.17, la integral de superficie es el límite de la suma 


M 

Ap* n, AS, 
p=1 (1) 
La proyección de AS, sobre el plano xy es (nj AS) * k| o bien In, й k|AS,, que es igual a Ax, Ayp, por lo que 
AS, — AxjAyp/ In . К. Así, la suma (1) se convierte en: 





М Ах, Ду 
ам. с 
p= р 


(2) 
Según el teorema fundamental del cálculo integral, el límite de esta suma cuando М — œ% de modo que las más 
grandes Ax, y Ay, tiendan a cero, es: 
dx dy 
А. 
| "е kj 


R 





y se llega al resultado requerido. 


En estricto sentido, el resultado AS, = Ax, Ayp/ In, . k|sólo es parcialmente verdadero, pero con un análisis más 
detallado se puede demostrar que difieren sólo en infinitésimos de orden más alto Ax,Ay,, y con el uso de esto se 
demuestra que los límites de (1) y (2), en efecto, son iguales. 


y 











Figura 5-6 Figura 5-7 


5.19. 


5.20. 


PROBLEMAS RESUELTOS 
Evalúe Е А • n 25, donde A = 1821 — 12j + Зук y S es la región del plano 2х + 3y + 6z = 12, que se localiza 
en el primer octante. 


Solución 


La superficie 5 y su proyección R sobre el plano xy se presentan en la figura 5-7. 


Del problema 5.18, 
J^ nds= J^ ue 
[n* k| 


S R 





Para obtener n, observe que un vector perpendicular a la superficie 2x + 3y + 6z — 12 está dado por V(2x + 3y 
+ 6z) = 2i + 3j + 6k (vea el problema 4.5 del capítulo 4). Entonces, una normal unitaria a cualquier punto de 5 
(vea la figura 5-7) es 














MEE 
Pr AA 
Así, п. k = (2i +j + К). k = $, por lo que 
dxdy 17, d 
т.к 6^ ^^ 


Asimismo, 


36z — 36 + 18у 36 — 12x 
7 Е Te 7 





A «n= (185 — 12j + Зук): (£i - 3j + Ék) = 


con el uso del hecho de que, z = (12 — 2x — 3y)/6, de la ecuación de S. Entonces: 


dx d 36 — 12x 7 
f хэв | > *)& &®= [6-20 dr ds 
S R R R 


Para evaluar esta integral doble sobre R, se mantiene fija a x y se integra con respecto de y desde y — 0 (P enla 
figura mencionada) hasta y = (12 — 2x) /3 (O, en la figura); después se integra con respecto de x, de x = 0ax = 6. 
De esta manera, R queda cubierta por completo. La integral se convierte en: 





6 (12-2x)/3 
4x? 
(6 — 2x) dy dx — 24 — 12x 4 3 dx — 24 


х-0  y-0 x=0 





Si se hubiera elegido la normal unitaria positiva n, opuesta a la que se ilustra en la figura 5-7, se habría obtenido 
—24 como resultado. 


Evalúe Jf; Ae n d$, donde A = zi + xj — 3y°zk y 5 es la superficie del cilindro x? + y? = 16 ubicado en el 
primer octante entre z = 0 y z = 5. 


Solución 


En la figura 5-8 se proyecta S sobre el plano xz y se llama R a dicha proyección. Observe que en este caso no puede 
usarse la proyección de S sobre el plano xy. Por tanto, 


J^ nds J^ а 
|ne j| 
S R 





CAPÍTULO 5 INTEGRACIÓN VECTORIAL 


Una normal a x? + y? = 16 es V(a? + y?) = 2xi + 2yj. Entonces, como se aprecia en la figura 5-8, la normal 


unitaria a 5 es 


2xi+2yj — хі+уј 


"AO 4 





ya que x? + y? = 16, sobre S. 











T i4 yj 1 
A- n= (äi + xj - 3y?zk) * (E =) = 02 +) 
цагг eo) ЕРЕ 
me нийг one 
Entonces, la integral de superficie es igual a: 
5 4 5 
emp л чене] 
dx dz = —— +x | dx dz = (4z + 8) dz = 90 
| y 16-32 
2-0 x=0 1-0 
z 
a 
53 25 





5 
à 


_- 





aq- -> 


” 





Figura 5-8 


5.21. Evalúe Ду фп 45 donde ф = хус y S es la superficie descrita en el problema 5.20. 


Solución 


Tenemos 





fes- [jt 


5 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Con el uso de n = (xi + yj)/4, n + j = y/4, como en el problema 5.20, esta última integral se convierte en: 





5 4 
3 3 
| gui + xj de dz = 5 | | (zi + xzV/ 16 — x2j) dx dz 
R 2=0 x=0 
з уа. 64 
= | € 24 3 a) dz — 100i 4- 100j 
2-0 


5.22. Suponga que F = yi + (x — 2xz)j — xyk. Evalúe ЇЇ (V x Е): n d$, donde S es la superficie de la esfera 
xX + y? + 2 = a? sobre el plano xy (vea la figura 5-9). 


Solución 





Una normal a x? + y? + 2 = а? es 





VG + y? + 2) =2xi + 2yj + 22k 
Entonces, la normal unitaria, n, de la figura 5-9 está dada por 


2xi + 2yj+2zk — xi+yj+ zk 


V Ax? + Ay? + Az? Е а 





уа que ? + у? + 2 = а. 
La proyección de S sobre el plano xy es la región R acotada por la circunferencia x? + y? = a? y = 0 (vea la 
figura 5-9). Entonces, 


dx dy 
[n* k| 





[en nas [e n 


5 





II 
— = 


a z/a 


рур Аха 
eii za (REA) кеу 


a va 
E | | 38 + y?) — 2a? 


dy dx 
а? — 22 — у? 


CAPÍTULO 5 INTEGRACIÓN VECTORIAL 


con el uso del hecho de que z = ya? — x? — y?. Para evaluar la doble integral se transforma a coordenadas polares 
(p, ф) donde x = p cos, y = p sen фу dy dx, es sustituida por p dp аф. La doble integral se convierte en: 


2m а 27 а 











3р? — 2а? dp dó = 3p – а?) +а? dp аф 
pops Ё ыл 
ф=0 p-0 ф=0 p-0 
2т а 2 
ap 

= 3py a? — p? 4 dp аф 
Ф-0 11 vd -p 
2T Р 

-Ferret Ju 
i p=0 





2 | « р)4ф-0 


=0 

















2 C B 
T E 
2 у 
ANE O 
y 
G F 
A O 
X х 
Figura 5-9 Figura 5-10 


5.23. Sea F = 4xzi — yj + yzk. Evalúe ДЬ» Е+ ndS, donde 5 es la superficie del cubo acotado por x = 0, х = 1, 
y=0y=1yz=0,z= 1 (vea Іа figura 5-10). 








Solución 
Cara DEFG: n — i, x = 1. Entonces, 


11 
F-n dS = || e ino dz 
0 


11 
= [|t dy z =2 
0 





PROBLEMAS RESUELTOS 


Cara ABEF: n = j, y = 1. Así, 
11 1 
[| r- n dS = | eoi i а-аа | —dx dz = 
ABEF 00 0 
Cara OGDC: n = —j, y = 0. De modo que 


m 


11 
| F-ndS= [| (Axzi)* (—j) dx dz — 0 
OGDC 00 
Cara BCDE: n — k, z = 1. Por tanto 


11 11 
| Е ·р 25 = [[чч-›+›ю-к ах ау = IE dx dy = } 
BCDE 00 
Cara AFGO: n = —k, z = 0. Entonces 


11 
| rnas- Al —y^j)* (—k) dx dy = 0 
AFGO 00 
Al sumar, ff Fn d$ 2 24-0-- (-1) +04 





3 


t3l— 


5.24. Alestudiar las integrales de superficie nos hemos limitado a aquéllas de dos lados. Dé un ejemplo de super- 
ficie que no tenga dos lados. 


Solución 


Tome una tira de papel como la que se denota con ABCD en la figura 5-11. Tuérzala de modo que los puntos A y 
B queden sobre D y C, respectivamente, como se aprecia en la figura 5-11. Si n es la normal positiva al punto P de 
la superficie, invierte su dirección original cuando alcanza a P otra vez. Si intentáramos colorear un solo lado de la 
superficie veríamos que toda ella quedaría en color. Esta superficie, llamada banda de Moebius, es ejemplo de una 
superficie de un solo lado. En ocasiones recibe el nombre de superficie no orientable. Una superficie de dos lados 
se llama orientable. 














AD 


Figura 5-11 


Integrales de volumen 





5.25. Sea ф = 45x?y, y que V denote la región cerrada limitada por los planos 4x + 2y +z = 8x = 0, y = 0 у 
z = 0. a) Exprese Ју, ф dV como el límite de una suma. 5) Evalúe la integral del inciso anterior. 


Solución 
а) Subdivida la región V en M cubos con volumen AV, = Ax¡Ay¡Azz, К = 1,2, ..., M, como se ilustra en la figura 


5-12, y sea (xy, Yk, Zk) un punto dentro del cubo. Defina ф(х, у, 2) = фк. Considere la suma 


M 
Эф, а) 
К=1 


CAPÍTULO 5 INTEGRACIÓN VECTORIAL 


tomada sobre todos los cubos posibles en la región. El límite de esta suma, cuando M — ^ de modo que las 
cantidades más grandes ЛУ; tiendan a cero, si existe, se denota con |||,Ф dV. Es posible demostrar que este 
límite es independiente del método de subdivisión si ф es continua en V. 

Al formar la suma (1) sobre todos los cubos posibles en la región, es aconsejable proceder de manera 
ordenada. Una posibilidad es primero agregar todos los términos de (1) que correspondan a los elementos de 
volumen contenidos en una columna como РО en la figura. Esto implica mantener fijas a x, y a yg y sumar so- 
bre todas las zg. A continuación se mantiene fija a х, pero se suma sobre todas las yx. Esto requiere sumar todas 
las columnas PQ contenidas en una banda RS y, en consecuencia, implica sumar todos los cubos contenidos en 
dicha rebanada. Por último, se varía х, Esto quiere decir que se suman todas las rebanadas como RS. 

En el proceso descrito, primero se toma la suma sobre las zz, después sobre las y; y por último sobre las ху. 
Sin embargo, es evidente que la suma puede efectuarse en cualquier orden. 











ў к= Ax Лу, Аср 
| 








an 
V LN 


09 






Figura 5-12 


b) Las ideas involucradas en el método de la suma ilustrado en el inciso a) se pueden usar para evaluar la integral. 
Si se mantiene a x y y constantes, se integra de z = O (base de la columna PO) az = 8 — 4x — 2y (parte supe- 
rior de la columna РО). A continuación se mantiene constante a x y se integra con respecto de y. Esto implica 
sumar las columnas que tienen su base en el plano xy (z = 0) localizadas en cualquier parte de R (donde y = 0) 
a S (donde 4x + 2y = 8, o y = 4 — 2x), y la integración es de y = 0 а y = 4 — 2x. Por último, se suman todas 
las rebanadas paralelas al plano yz, que implica integrar de x = 0 a x = 2. La integración se escribe así: 


2 4-2х 8-4х-2у 2 4-2х 
| | | 45х2у dz dy dx — 45 | | х2у(8 — 4х — 2y) dy dx 
x=0 y-0 2-0 x=0 y=0 
2 
1 2 3 
=45 | jx 4 - 25)? dx= 128 


x=0 





Nota: El resultado puede interpretarse físicamente como la masa de la región V en la cual la densidad ф varía 
de acuerdo con la fórmula ф = 45x?y. 


PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


5.26. Sea F = 2xzi — xj + yk. Evalúe Jf, Fav donde V es la región limitada por las superficies x — 0, y — 0, 
у =6,2=x yz = 4, como se ilustra en la figura 5-13. 


Solución 


La región V queda cubierta a) manteniendo fijas a x y y e integrando de z = x? a z = 4 (de la base a la parte superior 
de la columna РО, Р) después se mantiene fija a x y se integra de y = 0 а y = 6 (Ra S se encuentra en la banda), с) 
finalmente se integra de x — 0 a x = 2 (donde z = x? interseca a z = 4). Así, la integral requerida es 


2 6 4 
| | | (2xzi — xj + y?k) dz dy dx 


x=0 y=0 z=x? 


x 


26 264 264 
23 || fre dz dy &-1| | |+ dz dy ace | [y dz dy dx = 128i — 24j + 384k 
0 0 0 0 0 


x2 


0 х2 

















Figura 5-13 Figura 5-14 


5.27. Calcule el volumen de la región común a los cilindros que se intersecan, 22 + y = @ y 2 + 22 = а2. 





Solución 


El volumen requerido = 8 veces el volumen de la región ilustrada en la figura 5-14. 





= 8 | | | dz dy dx 
x-0 y=0 20 

=з | | VETE a ae | a E 
х-0 y=0 x=0 





5.28. Suponga que К() = (3? — tji + (2 — 60) — 4tk. Encuentre а) jJ R(0) dt y b) j ка) dt. 
5.29. Evalúe | (3 sen ui + 2 cos uj) du. 


5.30. SeaA() = ti — t?j + (t — Dky B(0) = 221 + 6tk. Evalúe a) f? A* B dt y b) f; Ax B dt. 





5.31. Sea A = ti — 3j + 2tk, B = i — 2j + 2k y C = 3i + tj — К. Evalúe a) f? A+ B x C dt y b) Ах (B x ©) de. 


5.32. 


5.33. 


5.34. 
5.35. 


5.36. 


5.37. 


5.38. 


5.39. 


5.40. 


5.41. 


5.42. 


5.43. 


CAPÍTULO 5 INTEGRACIÓN VECTORIAL 





La aceleración, a, de una partícula en cualquier momento г > 0, está dada pora = e ' i — 6(r + 1)j + 3 sen fk. Si 
la velocidad, v, y el desplazamiento, r, son iguales a cero en t = 0, obtenga v у г en cualquier momento. 


La aceleración a de un objeto en cualquier momento f está dada por a = —gj, donde g es una constante. En 
t = 0, la velocidad está dada por v = v, cos 6 + v, sen б], y el desplazamiento es г = 0. Encuentre v y r en 
cualquier momento f > 0. Esto describe el movimiento de un proyectil disparado por un cañón inclinado un ángulo 
0, respecto del eje positivo de las x, con velocidad inicial de magnitud vo. 


Suponga que A(2) = 2i — j + 2k y A(3) = 4i — 2j + ЗК. Evalúe p А· (dA/dt) dt. 


Encuentre la velocidad superficial de una partícula que se mueve a lo largo de la trayectoria r — a cos ой + b sen 
ол), donde a, b y w son constantes y t es el tiempo. 


Demuestre que los cuadrados de los periodos de los planetas en su movimiento alrededor del Sol son proporciona- 
les a los cubos de los ejes mayores de sus trayectorias elípticas (tercera ley de Kepler). 





Sea А = (2y + 3)i + хеј + (yz — x)k. Evalúe |, A- dr a lo largo de las trayectorias siguientes C: 





a) x-2D,y-tyz-f,det-0at- 1, 
b) las líneas rectas de (0, 0, 0) a (0, 0, 1), después a (0, 1, 1) y luego a (2, 1, 1), 





c) la línea recta que une a (0, 0, 0) y (2, 1, 1). 





Suponga que F = (5xy — 6x?ji + (2y — 4x)j. Evalúe fe F» dr a lo largo de la curva C en el plano xy, у = x, del 
punto (1, 1) al punto (2, 8). 





Sea F = (2x + y)i + (3y — x)j. Evalúe de F- dr donde C es la curva en el plano xy que consiste en las líneas rectas 
de (0, 0) a (2, 0), y después a (3, 2). 





Encuentre el trabajo realizado cuando una partícula se mueve en el campo de fuerzas Е = 3х21 + (2xz — y)j + zk 
a lo largo de: 


a) la línea recta de (0, 0, 0) a (2, 1, 3). 





b) la curva en el espacio x = 22, y = tyz = 42 — tdet —0at— 1. 


c) la curva definida por x? = 4y y 3x? = 8z, dex=0ax=2. 





Evalúe $ F- dr donde F = (x — 3y)i + (y — 2x)j y C es la curva cerrada en el plano xy, х = 2 cos t y y = 3 sen f, 
det—0at- 27. 


Suponga que T es un vector unitario tangente a la curva C, r = r(u). Demuestre que el trabajo realizado cuando se 
mueve una partícula en un campo de fuerzas F a lo largo de C, está dado por |. F+ T ds, donde s es la longitud de 
arco. 





Sea F = (2x + y )i + (Зу — 4x)j. Evalúe ФЕ. dr alrededor del triángulo С de la figura 5-15 a) en la dirección 
indicada y b) opuesto a la dirección que se indica. 


(1,1) 


(2,1) 


о (2,0) 











Figura 5-15 Figura 5-16 


5.44. 


5.45. 


5.46. 


5.47. 


5.48. 


5.49. 


5.50. 


5.51. 


5.52. 


5.53. 


5.54. 


5.55. 


5.56. 


5.57. 


5.58. 


5.59. 


5.60. 


PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


Sea A = (x — y)i + (x + y)j. Evalúe $c A- dr alrededor de la curva cerrada С de la figura 5-16. 


Sea A = (y — 2x)i + (3x + 2y)j. Calcule la circulación de A sobre una circunferencia C en el plano ху con centro 
en el origen y radio igual a 2, si C se recorre en la dirección positiva. 


a) Suponga que A = (4ху — 3x z))i + 2х7] — 2x zk. Demuestre que ЈС А dr es independiente de la curva 
C que une a dos puntos dados. b) Demuestre que hay una función diferenciable $ tal que A = Уф, y 
encuéntrela. 


a) Demuestre que F = (y? cos х + 204 (2y sen x — 4)j + (3x2? + 2)k es un campo de fuerzas conser- 
vativo. 


b) Calcule el potencial escalar para F. 


c) Determine el trabajo realizado cuando un objeto se mueve en este campo, de (0, 1, — 1) a (1/2, —1, 2). 


Demuestre que F — r?r es conservativo y calcule su potencial escalar. 





Determine si el campo de fuerzas F = 2xzi 4 Q? — y)j + (2z — х2)К es conservativo o no conservativo. 


Demuestre que el trabajo realizado sobre una partícula al moverla de A a B es igual a su cambio en energía cinética 
en dichos puntos, sea o no conservativo el campo de fuerzas. 





Dado A = (yz + 2x)i + xz j + (xy + 2z)k. Evalúe [c A dr alo largo de la curva 1? + y? = 1yz = 1, en la direc- 
ción positiva de (0, 1, 1) a (1, 0, 1). 


a) Sea E = rra. ¿Existe una función ф tal que E = —V Фф? Si es así, encuéntrela. b) Evalúe $e E» dr, si C es cual- 
quier curva cerrada simple. 


Demuestre que (2x cos y + z sen y) dx + (xz cos y — х2 sen y) dy + x sen y dz es una diferencial exacta. Con base 


en lo anterior resuelva la ecuación diferencial (2x cos y + z sen y) dx + (xz cos y — x? sen y) dy + x sen y dz = 0. 


Resuelva a) (e? + 332y?) ах + (2x0y — xe?) dy = 0, 
b) (z—e "*seny) dx + (1 + e * cos y) dy + (x — 8z) dz = 0. 


Dada ф = 2xy% + xy, evalúe |-Ф dr, donde C 





a) eslacurvax= f, y буг Г,4ег-0аг-1, 





b) consiste en líneas rectas que van de (0, 0, 0) a (1, 0, 0), después a (1, 1, 0) y luego a (1, 1, 1). 


Sea F = 2yi — zj + xk. Evalúe ДЕ x dr a lo largo de la curva x = cos t, y = sen t y z = 2 cos t, de t = 0 а 
t = l2. 





Suponga que А = (3x + y)i — xj + (y — 2)k y que B = 2i — 3j + k. Evalúe ф (A x B) x dr alrededor de la 
circunferencia situada en el plano xy, con centro en el origen, y con radio igual a 2 que se recorre en la dirección 
positiva. 


Evalúe ff, A- n dS para cada uno de los casos siguientes. 


a) А = yi + 2xj — zk y S es la superficie del plano 2x + y = 6, en el primer octante, cortado por el plano z = 4. 








b) А = (x + ybi — 2xj + 2yzk y S es la superficie del plano 2x + y + 2z = 6 en el primer octante. 


Suponga que F = 2yi — zj + xk y S es la superficie del cilindro parabólico y? = 8x, en el primer octante limitado 
por los planos y = 4 y z = 6. Evalúe Jf. F* n ds. 





Suponga que A = 6zi + (2x + y)j — xk. Evalúe ff, A* n dS sobre toda la superficie 5 de la región limitada por el 


cilindro x? + 22 = 9, х 0,y=0,2=0yy=8. 
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5.61. 


5.62. 


5.63. 


5.64. 


5.65. 


5.66. 


5.67. 


5.68. 


5.69. 


5.70. 


Evalúe [f.r-n 48 sobre: a) la superficie 5 del cubo unitario acotado por los planos coordenados y los planos 
x=1l,y=1y2z= 1; Б) la superficie de una esfera de radio a y con su centro en (0, 0, 0). 


Suponga que A = 4xzi + xyz?j + 3zk. Evalúe ff; А* n dS sobre toda la superficie de la región por arriba del plano 
xy acotada por el cono z? = х? + y? y el plano z = 4. 


a) Sea R la proyección de una superficie 5 sobre el plano xy. Demuestre que su área de S está dada рог 


Әү (a : 
|| 1+ (5) «(S dx dy sila ecuación para S es z = f(x, y). 
R 





Ox ду 


5) ¿Cuál es el área de la superficie si S tiene la ecuación F(x, y, 2) = 0? 





Encuentre el área de la superficie del plano x + 2y + 2z = 12 cortado рога) x = 0, y = 0, х = 1, у =1; р) х = 0, 
y=0yx +y = 16. 





Calcule la superficie de la región común a los cilindros que se intersecan x? + y? = à? y X + z = a. 


Evalúe a) (f. (V x F)*n dS y D) ff, фп dS, si F = (x + 2y)i — 3zj + хК,ф = 4x + Зу — 22, y S es la superficie de 
2x + y + 2z = 6 limitada porx=0,x=1,y=0yy=2. 








Resuelva el problema anterior si S es la superficie de 2x + y + 2z = 6 limitada por x = 0, y = 0yz = 0. 
Evalúe ffx + y? dx dy sobre la región R en el plano xy limitado por x^ + y? = 36. 


Evalúe (||, (2x + у) dV, donde V es la región cerrada acotada por el cilindro z = 4 — x^, y los planos x = 0, 
y=0y=2yz=0. 





Suponga que F = (2x — 3z)i — 2xyj — 4xk. Evalúe a) fff, V* F dV y b) fff, V x F dV, donde V es la región 
cerrada limitada por los planos x = 0, y = 0, : = 0 y 2x + 2y +z = 4. 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


5.28. 


5.29. 


5.30. 


5.31. 


5.32. 


5.33. 


5.34. 


5.35. 
5.37. 
5.38. 


5.39. 





а) (È — 12/24 + (2t — 31? — 22 + e y 5.40. a)16, b) 142 y c) 16 

b) 50i — 32j — 24k 

3i + 2j 5.41. бт, 51 C se recorre en la dirección positiva (en sentido 
contrario al movimiento de las manecillas del reloj). 

. 40, 65 
а) 12, b) —24i — 33+ zE 5.43. a) —14/3 y b) 14/3 
87, 44, 15 
b)——i—-—j-t—k 44. 
a) 0, b) a 1 5.44. 2/3 





v=(1-e Di – (32 + 60) + (3 — 3 cos Dk, 5.45. 87 
r=(t-1+e Di – (t + 312)) + (31 — 3 sen Dk 





у = v cos бї + (v, sen 0, — gt)j, 5.46. Б) ф = 222у — xz? + constante 
r = (vo cos 6,)fi + [(vo sen 0,)1 — 1g? ]j 
10 5.47. b) ф= y? sen x + x? — 4y + 2z + constante, 
с) 15 + 4r 
A 
jabok 548. ф = n + constante 
а) 288/35, b) 10, c) 8 5.49. noconservativo 
35 5.51. 1 


3 
11 5.52. a) ф- -7 + constante, b) 0 


5.53. 


5.54. 


5.55. 


5.56. 


5.57. 
5.58. 
5.59. 
5.60. 


5.61. 


X? cos y + xz sen y = constante 


а) xe ? + xy? = constante y 
b) xz + e™ sen y + y — 42? = constante 





19. 11, 75 1 
р? j+2k 
TS TO 
1 
(- 2i (7-5) 
4т (7ї + 3j) 


a) 108 y b) 81 
132 
187 


a) 3 y b) Ата? 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


5.62. 


5.63. 


5.64. 


5.65. 


5.66. 
5.67. 
5.68. 
5.69. 


5.70. 











3207 

EY. (Y (FV 

ar) | ду "Хө “ЭР 
| ЗЕ ис 
R 9: 








a) 3/2 y b) бт 
16а? 


a) 1, b) 2i + j + 2k 
a) 9/2, b) 721 + 36j + 72k 
1447 
80/3 


a) Syb) 34-48) 


CAPÍTULO 6 





El teorema de la divergencia, 
el teorema de Stokes y otros 
teoremas de integración 


6.1 INTRODUCCIÓN 


El cálculo elemental afirma que el valor de la integral definida de una función continua, f(x), en un intervalo cerrado, 
[a, b], se obtiene de la antiderivada de la función evaluada en los extremos a y b (frontera) del intervalo. 

Se da una situación análoga en el plano y el espacio. Es decir, existe una relación entre una integral doble sobre 
ciertas regiones R en el plano, y una integral de línea sobre la frontera de la región R. De manera similar, hay una 
relación entre la integral de volumen sobre ciertos volúmenes V en el espacio y la integral doble sobre la superficie 
de la frontera de V. 

En este capítulo se estudian éstos y otros teoremas. 


6.2 TEOREMAS PRINCIPALES 


Se aplican los teoremas siguientes: 


TEOREMA 6.1 (Teorema de la divergencia de Gauss) Suponga que V es el volumen limitado por una 
superficie cerrada S y que A es una función vectorial de posición con derivadas continuas. 


Entonces: 
[v-a av = [|A -nas = ffa -as 
V S 5 


donde n es la normal positiva (dirigida hacia fuera) a 5. 
TEOREMA 6.2 (Teorema de Stokes) Suponga que S es una superficie abierta, de dos lados, limitada por 


una curva C cerrada que no se interseca a sí misma (curva simple cerrada), y suponga que A 
es una función vectorial de posición con derivadas continuas. Entonces, 


parar= || (уха) па5 = [| (7 sas 
€ 5 5 


donde C se recorre en la dirección positiva. 


6.3 TEOREMAS INTEGRALES RELACIONADOS 


La dirección de C se llama positiva si un observador que caminara sobre la frontera de S en esa dirección, con 
su cabeza vuelta hacia la dirección de la normal positiva a S, tuviera la superficie a su izquierda. 


TEOREMA 6.3 (Teorema de Green en el plano) Suponga que R es una región cerrada en el plano ху, 
limitada por una curva simple cerrada, C, y que M y N son funciones continuas de x y y que 
tienen derivadas continuas en R. Entonces 


IN ӘМ 
фма+ка= [| —— – =— | хау 
дх ду 
С R 


donde C se recorre en la dirección positiva (en sentido contrario al movimiento de las ma- 
necillas del reloj). 


A menos que se diga otra cosa, siempre supondremos que $ significa que la integral está descrita en el sentido 
positivo. 

El teorema de Green en el plano es un caso especial del teorema de Stokes (vea el problema 6.4). Asimismo, 
es de interés observar que el teorema de la divergencia de Gauss es una generalización del teorema de Green en el 
plano, en el cual la región (plano) R y su frontera cerrada (curva) C son sustituidas por una región (en el espacio) V 
y su frontera (superficie) cerrada S. Por esta razón, el teorema de la divergencia con frecuencia recibe el nombre de 
teorema de Green en el espacio (vea el problema 6.4). 

El teorema de Green en el plano también se cumple para regiones limitadas por un número finito de curvas 
simples cerradas que no se intersecan (vea los problemas 6.10 y 6.11). 


6.3 TEOREMAS INTEGRALES RELACIONADOS 


Se aplican las proposiciones siguientes. 


PROPOSICIÓN 6.4: Se cumplen las leyes que siguen: 
о ||| отит evo von av = || cov» ав 
V 5 
Ésta se llama primera identidad o teorema de Green. 


ii) || evo — YV?’ $) dV = || eve — UV) - 48 
V S 


Ésta se denomina segunda identidad, o teorema asimétrico de Green. Consulte el pro- 
blema 6.21. 


iii) |у ла аха as = |Jasx A 
V 5 5 


Note que aquí el producto punto del teorema de la divergencia de Gauss es reemplaza- 
do por el producto cruz (vea el problema 6.23). 


iv) foar = [fo x Уф) d$ = [fas x Vo 
C 5 5 


PROPOSICIÓN 6.5: Sea que y representa ya sea una función vectorial o escalar, según si el símbolo o denota un 
producto punto o un producto cruz, o una multiplicación ordinaria. Entonces, 


i) [er mee a 
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ii) paroy= [mx wo was = | us vr y 
C S S 


El teorema de la divergencia de Gauss, el de Stokes y las proposiciones 6.4, iii) y iv), son casos especiales de 
estos resultados (vea los problemas 6.22, 6.23 y 6.34). 


Forma integral del operador V 


Es de interés que, con la terminología del problema 6.19, el operador V se exprese en forma simbólica como sigue: 


1 
Vo= lím — (bas о 
AV>0AV 
AS 


donde o denota un producto punto, un producto cruz o una multiplicación (vea el problema 6.25). El resultado es 
de utilidad para ampliar los conceptos de gradiente, divergencia y rotacional a sistemas coordenados distintos del 
rectangular (vea los problemas 6.19 y 6.24, y el capítulo 7). 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Teorema de Green en el plano 


6.1. Demuestre el teorema de Green en el plano, donde C es una curva cerrada que tiene la propiedad de que 
cualquier línea recta paralela a los ejes coordenados corta a C en dos puntos como máximo. 


Solución 


Sean las ecuaciones de las curvas AEB y AFB (vea la figura 6-1) y = Yi(x) y y = Ү(х), respectivamente. Si R es la 
región acotada por C, tenemos lo siguiente: 


aM b №() ӘМ b Ү›(х) 
ПЕ dx dy = | | X dy | dx — | M(x, y) = |ime, Y2) — М(х, Yi)] dx 
R 7 х=а | у=Ү(х) sá x=a y=Y1(x) a 





b a 
= - [ue Ү,)ах— [na Y2) dx = -max 


a b C 
Entonces, 
aM 
|мас- -ЇТ ах dy (1) 
dy 
C R 
De manera similar, sean las ecuaciones de las curvas EAF y EBF: x = X¡(y) y x = X2(y), respectivamente. 
Entonces, 
3N Л XX) aN f 
[Z = | | — dx dy = [INO — NA. dy 
Ox Ox 
R y=e | x=X1() e 
e f 
= | мад [woody =ф му 
C 
f e 
Así, 


[ro [no o 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Se suman (1) y (2) y resulta: 





(1) 














Figura 6-1 Figura 6-2 


6.2. Verifique el teorema de Green en el plano para $c (xy + y?) dx + x? dy, donde C es la curva cerrada de la 
región limitada por y = x y y = x? (vea la figura 6-2). 


Solución 


En la figura 6-2 se aprecia que y = xy y = x? 


que se recorre C. 
A lo largo de y = х2, la integral de línea es igual a: 


se intersecan en (0, 0) y (1, 1), y también la dirección positiva en 


1 1 
| [WA + x*] dx + (1%)Qx) dx = Je? pat) dx = 2 
0 0 





A lo largo de y = x, de (1, 1) a (0, 0), la integral de línea es igual a: 

0 0 
[ко® +22] ах + х2 dx = ES dx — —1 
1 


19 1 
1 ÍI 1 = — — 1 = — —, 
Entonces, Іа integral de línea requerida 20 20 
R 


1 х 


ON ӘМ д д 
| e Е x] dxdy — | Ё (7) — 507+ y] dxdy 
R 


[[«-»&®= | | (х — 2y) dy dx 








R 10 ya? 
MON 1 
= | | А (х – 2) | dx = Jo -у) Й ах 
0 0 
| 1 
3 
= | x )dx = 20 


con lo que se verifica el teorema. 
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6.3. | Amplíe la prueba del teorema de Green en el plano dado en el problema 6.1, а las curvas С para las cuales 
hay líneas rectas paralelas a los ejes coordenados que pueden cortar a C en más de dos puntos. 


Solución 


Considere una curva cerrada C como la que se aprecia en la figura 6-3, en la que rectas paralelas a los ejes cortan 
a C en más de dos puntos. Al construir la recta ST la región queda dividida en dos regiones (R, y R2), que son del 
tipo considerado en el problema 6.1 y para el cual se aplica el teorema de Green, es decir, 








y 
U 
T 
S 
V 
X 
O 
Figura 6-3 
IN ӘМ 
| мах+хау= || ———-——|ахау (1) 
Ox ду 
STUS Ri 
M 
| мас+уау= || ж. ахау (2) 
Ox ду 
SVTS Ra 


Al sumar los lados izquierdo y derecho de (1) y (2), con la omisión del integrando M dx + N dy en cada caso, 


se obtiene lo siguiente, | | | zh | | | Р | | [ = | 


STUS SVTS ST TUS SWT Т5 TUS SVT TUSVT 





y con el hecho de que 


Al sumar los lados derechos de (1) y (2), con la omisión del integrando, 
1:1-1 
Rio Ra R 


donde R consiste en las regiones R, y Кз. Entonces, 


ON | 0M 
M dx +N dy = [| — ——— | ахау 
Ox ду 
TUSVT 


con lo que se demuestra el teorema. 


6.4. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Una región R como la considerada aquí y en el problema 6.1, para la que cualquier curva cerrada que se loca- 
lice en R puede ser reducida continuamente a un punto sin salir de R, se llama región de conexión simple (o sim- 
plemente conexa). Una región que no sea de conexión simple se denomina de conexión múltiple. Se ha demostrado 
aquí que el teorema de Green en el plano se aplica a regiones de conexión simple limitadas por curvas cerradas. En 
el problema 6.10, el teorema se extiende a regiones de conexión múltiple. 

Para regiones más complicadas que las de conexión simple puede ser necesario construir más rectas, tales 
como ST, a fin de establecer el teorema. 


Exprese el teorema de Green en el plano con notación vectorial. 











Solución 
Tenemos que M dx + N dy = (Mi + №) · (dxi + dyj) = A · dr, donde A = Mi + Nj y r = xi + yj, por lo que 
dr = dxi + ау). 
Asimismo, si A = Mi + Nj, entonces 
i j k 
9 9 9 IN. ӘМ д oM 
VxA= = 14 14 ad 
əx ду 0 дс дс Ox ду 
M N O0 


por lo que (V x А). k = (0N/0x) — (9M/0y). 
Entonces, el teorema de Green en el plano puede escribirse: 


pazar= [|o Акак 


C R 


donde dR = dx dy. 
Una generalización de éste a superficies S en el espacio que tienen una curva C como frontera, conduce de 
manera natural al teorema de Stokes, lo que se prueba en el problema 6.31. 


Otro método 


Como antes, M dx + N dy = А · dr = А. (dr/ds) ds = A * T ds, donde dr/ds = T = vector tangente unitario a C 
(vea la figura 6-4). Si n va hacia fuera de la normal unitaria a C, entonces T — k x n, por lo que 


M dx + Ndy = A-Tds = A-(kxn)ds = (Ax k) пан 
Como A = Mi + Nj, B = A xk = (Mi + Nj xk = Ni — Mj y (9N/0x) — (9M/0y) = V · B. Entonces, el teorema 


de Green en el plano se convierte en: 
fB-nas= ||у-вак 


C R 





donde dR = dx dy. 








Figura 6-4 


6.5. 


6.6. 


6.7. 
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La generalización de éste al caso en que la diferencial de arco de longitud, ds, de una curva cerrada C es 
reemplazada por la diferencial de área, dS, de una superficie cerrada, S, y la región del plano correspondiente, R, 
encerrada por C, es sustituida por el volumen V encerrado por S, lleva al teorema de la divergencia de Gauss, O 


teorema de Green en el espacio. 
J|» ‘ndS = [|y * Bav 
5 V 


Interprete físicamente el primer resultado del problema 6.4. 


Solución 


Si A denota el campo de fuerzas que actúa sobre una partícula, entonces $c A · dr es el trabajo realizado cuando 
la partícula se mueve alrededor de una trayectoria cerrada C, y se determina por medio del valor de V x A. Se 
concluye, en particular, que si V x A = 0, o, de manera equivalente, si A = Уф, entonces la integral alrededor de 
una trayectoria cerrada es igual a cero. Esto quiere decir que el trabajo efectuado al mover la partícula de un punto 
del plano a otro es independiente de la trayectoria que los une o que el campo de fuerzas es conservativo. Estos 
resultados ya se demostraron para campos de fuerzas y curvas en el espacio (vea el capítulo 5). 

A la inversa, si la integral es independiente de la trayectoria que une dos puntos cualesquiera de una región, es 
decir: si la integral alrededor de cualquier trayectoria cerrada es igual a cero, entonces V x A = 0. En el plano, la 
condición V x A = 0 es equivalente a la condición дМ/ду = 9N/0x, donde A = Mi + Nj. 


Evalüe le (10x* — 2xy*) dx — 3x?y? dy a lo largo de la trayectoria x* — бху? = 4y?. 


Solución 


La evaluación directa es difícil. Sin embargo, note que M = 10x* — 2ху?, N = —3x?%y? y que дМ/ду = —6xy? 


= д№/дх, de lo que se concluye que la integral es independiente de la trayectoria. Entonces, puede usarse cualquier 
trayectoria, por ejemplo la que consiste en segmentos de rectas que van de (0, 0) a (2, 0) y luego de (2, 0) a (2, 1). 


A lo largo de la trayectoria recta que va de (0, 0) a (2, 0), y = 0, dy = 0, y la integral es igual a Es 10x* dx = 64. 


Para la trayectoria recta que une a (2, 0) con (2, 1), x = 2, dx = 0, y la integral es igual a ЇЕ: = 12у? dy = —4. 


Así, el valor requerido de la integral de línea es — 64 — 4 — 60. 


Otro método 
Como д9М/ду = àN/àx, (10x* — 2xy?) dx — Зх2у> dy es una diferencial exacta (de 23? — х2у?). Entonces, 


(2,1) (2,1) 
(10x* — 2xy*) dx — 3x2y? ау = | d(x — х?у?) = 20 — xy! 


(0,0) (0,0) 


(2,1) 


(0,0) — 


Demuestre que el área limitada por una curva cerrada simple C está dada por Mex dy — y dx. 


Solución 


En el teorema de Green, sea M — —y y N — x. Entonces, 
д д 
хау — уах = — (х) – —(—y) | ахау = 2 || ахау = 2A 
дх ду 
C R R 


donde A es el área requerida. Así, A — 1 фс хау — y dx. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


6.8. Calcule el área de la elipse x = a cos 0, y = b sen 6. 





Solución 
1 1 27 
Área = zd хау — y dx = 2 Je cos 0)(b cos 0) d0 — (b sen 0)(—a sen Ө) 40 

C 0 
2m 27 

1 1 

= > ab(cos? 0 + sen? 0) 40 = 5 | ab d0 = тар 

0 0 


6.9. Evalúe $ сул sen x) dx + cos x dy, donde C es el triángulo que se ilustra en la figura 6-5, a) directamente, 
y b) con el empleo del teorema de Green en el plano. 


Solución 


a) Alolargo de OA, y — 0, dy = 0, y la integral es igual a: 


1/2 1/2 

| (0 — sen x) dx + (cos x)(0) = | —sen x dx = cos x ши -1 

0 0 9 
A lo largo de AB, х = 7/2, dx = 0), y la integral es: 


1 


fo- 00+04 =0о 
0 


A lo largo de BO, у = 2х/т, dy = (2/л) dx, y la integral es: 





























2x 2 х2 2 : т 2 
— — sen х | dx + —cosx dx = | —+c0sx+-— sen x -1---- 
т т т т т/2 4 т 
т/2, 
. | T 2 т 2 
Entonces, la integral a lo largo de C= —1+0+w1 Жу . 
b M=y- ѕепх, N = cos x, IN/dx = —sen х, IM/0y = 1, y 
ON ӘМ 
fma | м = [CS ) asa = || 1) dy dx 
Ox ду 
E R R 
1/2 | 2х/т 7/2 2х/т 
= | | (—sen x — D) dy | dx = | (—y sen x — y) dx 
x=0| y=0 x=0 0 
т/2, 
2х 2х 2 х2 772 2 т 
- sen х dx (=x cos x + sen x) = 
т т т T lo т 4 
0 





de acuerdo соп el inciso а). 
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Observe que si bien existen rectas paralelas a los ejes coordenados (en este caso coinciden con éstos), que 
cruzan a C en un número infinito de puntos, se cumple el teorema de Green en el plano. En general, el teorema es 
válido cuando C está compuesto por un número finito de segmentos de recta. 


В (л/2, 1) 


А 
x 
O (7/2, 0) х 














Figura 6-5 Figura 6-6 


6.10. Demuestre que el teorema de Green en el plano también es válido para una región con conexión múltiple R, 
como la que se muestra en la figura 6-6. 


Solución 


La región sombreada, R, que aparece en la figura 6-6, tiene conexión múltiple porque no toda curva cerrada en R 
puede ser colapsada a un punto sin salir de R, como se observa si se considera una curva que rodee DEFGD, por 
ejemplo. La frontera de R que consiste en la frontera exterior AHJKLA y la frontera interior DEFGD, va a recorrer- 
se en la dirección positiva, de modo que una persona que vaya en esta dirección siempre tenga a su izquierda a la 
región. Las direcciones positivas son las que se indican en la figura 6-6. 

A fin de establecer el teorema, construya una línea, como AD, llamada corte transversal, que conecte las 
fronteras exterior e interior. La región acotada por ADEFGDALKJHA tiene conexión simple, por lo que es válido 
el teorema de Green. Entonces, 





ӘМ ƏM 
M dx y м || (2 > ) ёс 
х dy 


ADEFGDALKJHA R 


Pero la integral del lado izquierdo, omitiendo el integrando, es igual a: 


[LI 


AD  DEFGD DA  ALKJHA DEFGD | ALKJHA 





ya que diss = БЭР , Entonces, si C; es la curva ALKJHA, C» es la curva DEFGD, y C es la frontera de R que con- 
siste en С y C» (recorridas en las direcciones positivas), entonces Le, + le, = fe, por lo que 


IN ӘМ 
M dx + N dy = dxdy 
Ox ду 
C R 





PROBLEMAS RESUELTOS 


6.11. Demuestre que el teorema de Green en el plano se cumple para la región R, de la figura 6-7, acotada por las 


curvas cerradas simples C¡(ABDEFGA), CXAHKLPH), CXOSTUO) y CA VWXYV). 





Figura 6-7 


Solución 


Construya los cortes transversales AH, LO у TV. Entonces, la región limitada por AHKLOSTVWXYVTUOLPHA- 
BDEFGA, tiene conexión simple, por lo que se aplica el teorema de Green. La integral sobre esta frontera es 


El 


AH HKL 10 QST TV | VWXYV УТ TUQ QL LPH НА  ABDEFGA 





Debido a que las integrales a lo largo de AH y HA, LQ y QL, y TV y VT, se cancelan por parejas, el resultado 


anterior se convierte en: 


HKL OST | VWXYV ТОО LPH АВРЕЕСА 








HKL LPH QST TUQ VWXYV | ABDEFGA 





HKLPH | QsTUQ | VWXYV АВРЕЕСА 


FER 


С Сз C4 CQ C 





donde C es la frontera que consiste en Cj, C2, C3 y C4. De modo que 


дМ ӘМ 
M dx + N dy = dxdy 
Ox ду 
€ R 





como se requería. 


6.12. 


6.13. 


CAPÍTULO 6 EL TEOREMA DE LA DIVERGENCIA, EL TEOREMA DE STOKES 
Considere una curva cerrada C en una región de conexión simple. Demuestre que $_M dx + N dy = Osiy 
sólo si 9М/ду = 0N/0x, en cualquier lugar de la región. 


Solución 


Suponga que M y N son continuas y tienen derivadas parciales continuas en cualquier sitio de la región R limitada 
por C, de modo que sea aplicable el teorema de Green. Entonces, 


IN | 0M 
Baracenay- || — dx dy 
Ox ду 
C R 


Si 9М/ду = 9М/дх en R, entonces es evidente que фм ах + N dy = 0. 





A la inversa, suponga que фм dx + N dy = 0 para todas las curvas C. Si (д//дх) — (дМ/ду) > 0 en un punto 
P, entonces, por la continuidad de las derivadas, se concluye que (9М/9х) — (дМ/ду) > 0 en cierta región A que 
rodea a P. SiT es la frontera de A, entonces 


IN ӘМ 
мамо = DR s) ду» 
X y 





lo que contradice la suposición de que la integral de línea es igual a cero alrededor de toda curva cerrada. De manera 
similar, la suposición de que (IN /9x) — (9M/0y) < 0 lleva a una contradicción. Entonces, (д№/дх) — (9M/ày) = 0 
en todos los puntos. 

Note que la condición (9М/9у) = (9N/0x) es equivalente a la condición V x A = 0, donde A = Mi + Nj (vea 
los problemas 5.10 y 5.11). Para la generalización a curvas en el espacio, consulte el problema 6.31. 


Sea F = —yi + xj/(? + у”). a) Calcule V x F. b) Evalúe $F * dr alrededor de cualquier trayectoria cerrada 
y explique los resultados. 


Solución 
i j k 
д д д 
a) VxF= дх ду д | = 0, en cualquier región que excluya (0, 0). 
-у Х 


© 


х? + y? x + y? 





b) f F + dr = f вэ! e си Sea x = p cos фуу = p sen ф, donde (p, ф) son coordenadas polares. Entonces, 
X ту 


dx = —psen $ d$ + dpcos Ф y ау = pcos фаф + dpsen ф 


por lo que 





-у4 4 
PAREN Z = dé = асап") 
х + y х 


Para una curva cerrada ABCDA (consulte la figura 6-8a) que rodea al origen, ф = 0 en A, y ф = 27 después 
de una vuelta completa por A. En este caso, la integral de línea es igual a d "d$ = 2m. 


У, у 

















а) р 5) 
Figura 6-8 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Para una curva cerrada PORSP (vea la figura 6-8b) que no rodea al origen, $ = ф en P, y ф = ф, después de 
dar una vuelta completa hasta P. En este caso, la integral de línea es igual a Je аф = 0. 


Como F = Mi + Nj, Vx F = 0 es equivalente a дМ/ду = ӘМ/дх y el resultado parecería contradecir a los obte- 





nidos en el problema 6.12. Sin embargo, no existe contradicción debido a que M = —y/ + у”) y N = x/(? + y?) 
no tienen derivadas continuas en ninguna región que incluya (0, 0), y esto fue lo que se supuso en el problema 
6.12. 


El teorema de divergencia 


6.14. a) Exprese el teorema de divergencia en palabras y b) escríbalo en forma rectangular. 


Solución 


a) La integral de superficie de la componente normal de un vector A tomado sobre una superficie cerrada, es 
igual a la integral de la divergencia de A tomada sobre el volumen encerrado por la superficie. 
. JA] дА; дА 
b) Sea A = Aj + Aj + Ask. Entonces, div A = У · А = beer рг з 
дх ду Oz 
La normal unitaria a Ses n = n;i + mj + mk. Por tanto, nı = n · i = cos а, п = п ·ј = соѕ В, y 
пз = п · k = cos y, donde а, Ву yson los ángulos que forman n con la parte positiva de los ejes x, y y z, que son 
las direcciones i, j y k, respectivamente. Las cantidades cos a, cos В у cos y son los cosenos directores de n. 
Entonces, 





A * n = (Ai + A2j + Ask) · (cos ai + cos Bj + cos yk) 
= A, cos a + A» cos B + Аз cos y 


y el teorema de la divergencia se escribe así: 


| ru 203 ахау: = || cos а + Az сов В+ As cos y dS 
дх ду дс 
V 5 


6.15. Demuestre físicamente el teorema de divergencia. 


Solución 
Sea A = velocidad v en cualquier punto de un fluido en movimiento. De la figura 6.9a) tenemos que: 
Volumen del fluido que cruza 45 en At segundos 
= volumen contenido en un cilindro de base dS y altura vAt 
= (vA · р 25 = v: р 45 At 


Entonces, el volumen de fluido que atraviesa а dS en cada segundo = у - n dS 


УГ 





а) b) 
Figura 6-9 


CAPÍTULO 6 EL TEOREMA DE LA DIVERGENCIA, EL TEOREMA DE STOKES 


De la figura 6-9b) tenemos que: 


Volumen total de fluido que emerge por segundo de la superficie cerrada S = | v:ndS 


Del problema 4.21 del capítulo 4, V - v dV es el volumen por segundo de fluido que emerge de un elemento 
de volumen dV. Entonces, 


Volumen total de fluido que emerge por segundo de todos los elementos de volumen en S — | V*vdV 
V 


Con lo que: 


Josef vnm 


5 y 
6.16. Demuestre el teorema de divergencia. 


5:2=} (х, y) 


$1:@=/ (х,у) 














Figura 6-10 


Solución 


Sea S una superficie cerrada tal que cualquier recta paralela a los ejes coordenados corta a 5 en, máximo, dos pun- 
tos. Suponga que las ecuaciones de las partes inferior y superior, Sı y 5, sean z = fi(x, y) y z = р(х, y), respectiva- 
mente. Se denota con R la proyección de la superficie en el plano xy (vea la figura 6-10). Considere que: 


A y) 


[|n pizca [| T ad 


V R | 2=f1(0,y) 


= || өөө оа || mer Aseo 
R R 


Para la parte superior S5, dy dx = cos yds = k * n; 45», porque la normal п» a Sz forma un ángulo agudo y, 
con k. 

Para la parte inferior 5), dy dx = —cos yıdSı = —k * ni 25, porque la normal n, a Sı forma un ángulo obtuso 
yı con k. 


PROBLEMAS RESUELTOS 





Entonces, 
| нө, y, f2) dy dx = J| * п; 055 
R Sa 
| Az(x, y, fi) dy dx = ES * ni d$, 
R Si 
y 
| setas - ммм ayas | даг nsa + лака, 
R R $5 Si 
= [fax «nds 
5 
por Іо que 
дА 
| Ae dv = | A: nas (1) 
Oz 
V 5 
De manera similar, al proyectar 5 sobre los otros planos coordenados, 
дА 
| Adv = [fainas 2) 
ү 5 
дА 
| cav | Aje ndS (3) 
dy 
ү 5 
Al sumar las ecuaciones (1), (2) у (3), 
JA; 042 043 : Я 
| | dV = || (Ai + Aoj + АЖ). ndS 
Ox ду дс 
ү 5 
о bien: 


| улсийн |р 


V 


El teorema puede extenderse a superficies en que las rectas paralelas a los ejes coordenados las cruzan en 
más de dos puntos. Para establecer dicha extensión, se subdivide la región acotada por S en subregiones cuyas 
superficies satisfagan esta condición. El procedimiento es análogo al que se empleó en el teorema de Green para 
el plano. 


CAPÍTULO 6 EL TEOREMA DE LA DIVERGENCIA, EL TEOREMA DE STOKES 
6.17. Evalúe ДЬ» F · n dS, donde F = 4xzi — y?j + yzk, y S es la superficie del cubo limitado por x = 0, x = 1, y = 0, 
y=12=0yz=1. 


Solución 


Por el teorema de divergencia, la integral pedida es igual a: 


9 ducem. cud 
|е ға = ||| (4xz) +) + уо | dV 
дх ду Oz 
V V 
1 1 1 


= [e »av = | | | @-»а®а 
ү 


x=0 y=0 2--0 








1' 1 11 
3 
= | [22 -xd L= | | (2 у) дух = 


х=0 у=0 x=0 y=0 





La integral de superficie también puede evaluarse en forma directa, como en el problema 5.23. 


6.18. Verifique el teorema de divergencia para А = 4xi — 2y?j + z°k tomada sobre la región limitada por 
д +у = 4,:= (у= = 3. 


Solución 


Integral de volumen = ЇЇ” A dV — 1 | : (4x) 4 à (-2y)4 Ў c» 
дх ду дс 








2 Jag 3 
= ||| (4 — 4y + 2z)dV = | | | (4 — 4y + 22) dz dy dx = 84т 
V х=—2 y VA 2-0 


La superficie 5 del cilindro consiste en una base, Sı (z = 0), la parte superior, $5 (z = 3), y la parte convexa 
S3 (2 + y? = 4). Entonces, 


Integral de superficie — [fa -ndS = [fa *nd$, + Їл • п 45 + Їл *n 454 
5 


5 S2 S3 








Sobre $1 (z = 0), n k, A = 4x1 2уђуА -п = 0, шахан! Са: -0 
Sı 
Sobre 52 (z = 3), n = k, A = 4х1 2у2) F 9k y A ·р = 9, por lo que 





Їл “1455 = 9 | = 367, ya que el área de $5 = 47 


5 5 


Sobre 53 (22 + y? = 4). Una perpendicular a x? + y? = 4 tiene la dirección У(х” + y?) = 2xi + 2yj. 


2xi+2yj — xi yj 


V/ Ax? + Ay? З 


A -n = (Ad — 2y]j + СК). (252) = 20 - y 


Entonces, una normal unitaria es n = ‚ ya que de y =4, 





PROBLEMAS RESUELTOS (65 


dV= dx dy dz 

















y. 
x 
Figura 6-11 
De la figura 6-11, x = 2 cos, y = 2 sen Ө, 153 = 2 d0 dz, y así: 
2m 3 
| A · ndS; = | | [2(2 cos 0 — (2 sen 0712 dz d0 
83 0-0 2-0 
27 27 
= | (48 cos? 0 — 48 sen? 0)d0 = | 48 cos? 0d0 = 48717 
0-0 


0-0 
Entonces, la integral de superficie = 0 + 367 + 4877 = 847, lo que concuerda con la integral de volumen y 





verifica el teorema de divergencia. 
Observe que la evaluación de la integral de superficie sobre 53 también hubiera podido hacerse con la proyec- 
ción de 53 sobre los planos coordenados xz O yz. 


Suponiendo que div A denota la divergencia de un campo vectorial A en el punto P. Demuestre que 


oa de Mas Ar nas 
divA ат AT 


—0 


6.19. 





donde AV es el volumen encerrado por la superficie AS y el límite se obtiene al colapsar AV al punto P. 


Solución 


Por el teorema de divergencia, 


|а av= |] a -nas 


AV AS 


Por el teorema del valor medio para las integrales, el lado izquierdo puede escribirse como sigue: 
div А| dV — divA AV 
AV 
donde div A es algún valor intermedio entre el máximo y el mínimo de div A a través de AV. Entonces, 


туд — Mas A: nd$ 


AV 


6.20. 


6.21. 


CAPÍTULO 6 EL TEOREMA DE LA DIVERGENCIA, EL TEOREMA DE STOKES 


Si se obtiene el límite cuando AV — 0 en forma tal que P siempre sea interior a AV, div A tiende al valor div A 
en el punto P; por tanto 
А -«ndS 
AV 





div A = lím Mas 
AV—0 


Este resultado puede tomarse como un punto de inicio para definir la divergencia de A, y de él es posible 
obtener todas las propiedades, incluso la prueba del teorema de divergencia. En el capítulo 7 se usará esta defini- 
ción para ampliar el concepto de divergencia de un vector para sistemas coordenados diferentes del rectangular. 
Físicamente: 

Дл Ar nas 


AV 


representa el flujo o flujo neto de salida por unidad de volumen del vector A desde la superficie AS. Si div A es 
positiva en la vecindad de un punto P, significa que el flujo de salida desde P es positivo y llamamos a éste una 
fuente. De manera similar, si div A es negativo en la vecindad de P, el flujo es de entrada y P recibe el nombre de 
sumidero. Si en una región no existen fuentes ni sumideros, entonces div A = 0 y A se denomina campo vectorial 
solenoidal. 


Evalúe [fs r : ndS, donde S es una superficie cerrada. 


Solución 


Por el teorema de divergencia, 


fme Ул | Ц ч МЭ 
Ox | dy д 
5 V 
dx ду д _ 
-È Fay Jer =3 [| av =зу 
y 


donde V es el volumen encerrado por 5. 








Demuestre que | (ФУ2р-- JV?) dv = || (ФУ — М/ф), dS. 
V 5 


Solución 


Sea A — ФУфеп el teorema de divergencia. Entonces, 


[| V: ($Vy)dV = | ($Vy) п45 = [ ЛИ" 


Рего 
V- (AVH = ФУ V4) + (VÀ) - (V) = ФУ (V) - (V) 
Entonces, 
|| У(ФУрау = | LOV? уу + (V) - (VW) dV 

V V 
o bien: 

|| [62 + (Уф) - (Vy)] dv = | evo -dS 0) 

ү 5 


lo que demuestra la primera identidad de Green. Al intercambiar en la ecuación (1) фу y, 


1 [$ + (V) - (Vd) dV = [eo . а8 0) 


6.22. 


6.23. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Al restar la ecuación (2) de la (1) queda: 


|| юуг otav = || Фуу-- uvo ав 6) 
V 


S 


que es la segunda identidad de Green о teorema simétrico. En la demostración supusimos que фу y eran funciones 
escalares de posición con derivadas continuas de al menos segundo orden. 


Demuestre que | Уф dV = || фп dS. 
ү 


S 


Solución 


En el teorema de divergencia, sea А = $C, donde С es un vector constante. Entonces, 


[|+ - (6C) dV = | $C- ndS 


Como У. (QC) = (Уф): C 2 C- Уфу фС ·п = С(фп), 


ас р 
с. ео с. [в 


Se saca С de las integrales, 


y 5 
y como С es un vector constante arbitrario, 
| ve«v = [| mas 
y 5 


Demuestre que | V xB dV = [fa x В 45. 
V 5 


Solución 


En el teorema de divergencia, sea A = B x C, donde C es un vector constante. Entonces, 


увол [вхо па 
V 5 


Como V: (ВХС) =C-(VxB)y(BxC)-n=B-(Cxm=(Cxnm):B=C-(nxB), 


[je (V x B)dV = Je: (n x B)dS 
Y 5 


Se saca a C de las integrales, 


ia ы 


V 


y como C es un vector constante arbitrario, queda: 


|у ва = [|n nas 


V S 


CAPÍTULO 6 EL TEOREMA DE LA DIVERGENCIA, EL TEOREMA DE STOKES 


6.24. Demuestre que en cualquier punto P 


Mas Фп 45 NT [fA n x Ads 
rar ӨӨ OE SUN A 


donde AV es el volumen encerrado por la superficie AS, y el límite se obtiene al colapsar AV al punto P. 








a) Vo= lím 


Solución 


a) Del problema 6.22, Муу Vo dV = Ms фп 45. Entonces, Wav Vo: idV= Mas фп · i dS. Por el mismo 
principio empleado en el problema 6.19, tenemos que 


— [fas Фа * ias 
B AV 





Vó-i 


donde Уф. i es algún valor intermedio entre el máximo y el mínimo de Уф · i a través de AV. Al obtener el 
límite cuando AV — 0 de modo que P sea siempre interior a AV, entonces Уф. i tiende al valor 











"m Ss фп -idS 
Yes la AV Y 
De manera similar, encontramos que: 
‚_ y dis 9n * jas 
Цаг юэ. AV 2) 
m ffs ón - kas 
МЕК Др ДУ 6) 


Al multiplicar (1), (2) y (3) pori, j y k, respectivamente, y sumar, con el empleo de: 


Уф = (VO: Di+ (Уф · Dj+ (Уф · ЮК, n= (п · 1) + (р · Dj + (0:КЖК 





(vea el problema 2.17) se llega al resultado. 


b) Del problema 6.23, al sustituir B por A, Sav УХА ЯУ = Ms n X A dS. Entonces, igual que en el inciso a), 
es posible demostrar que: 


. 2 Дах A): ias 
(VxA):i— 1. AV 





y llegar a resultados similares con j y k reemplazando a i. Al multiplicar por i, j y k, y sumar, se llega al re- 
sultado. 


Los resultados obtenidos se toman como puntos de inicio para la definición del gradiente y rotacional. Con el 


empleo de dichas definiciones se amplían los conceptos a sistemas de coordenadas que no sean rectangulares. 


6.25. Establezca la equivalencia del operador 


1 
= lí; — d 
NS sm, ху BS 
AS 


donde o indica un producto punto, un producto cruz o un producto ordinario. 


Solución 


Para establecer la equivalencia, los resultados de la operación sobre un campo vectorial o escalar deben ser consis- 
tentes con los resultados ya obtenidos. 
Sio es el producto punto, entonces para un vector A, 


VOA = lím ху | esca 
Av>0 AV 
AS 


6.26. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


o bien: 
1 
div A = lím — . 
2 AVID AV [fas А 
А5 
= lím — [fa «nds 
AV>0 
AS 


establecidas en el problema 6.19. 
De manera similar, si o es el producto cruz, 





1 
= = lí dS x A 
rtA=VxA um x [| Sx 
AS 


1 
= lm — 
AV AV IE ia 

AS 
establecida en el problema 6.24b). 


Asimismo, si o es una multiplicación común, entonces, para un escalar œ, 


1 1 
= lí — lldSo i = lf нэ а 
Цас ы, АУ | Soy ашап таё ШП, АУ IE 9 
А8 А8 


establecida en el problema 6.24a). 


Sea S una superficie cerrada, y sea que r denote al vector de posición de cualquier punto (x, y, z) medido desde 
un origen O. Demuestre que 
n'r 
dS 
17 


5 





es igual a a) cero, si O está fuera de S o b) 47, si O queda dentro de S. Este resultado se conoce como teorema 
de Gauss. 


Solución 


a) Por el teorema de divergencia, 
Pita fft 
r? г 
5 V 


Pero V · (r/r)) = 0 (problema 4.19) en todo lugar dentro de V siempre que r + 0 en V, es decir siempre que 
O quede fuera de V y por tanto fuera de S. Entonces, 


| 81 15=0 
E 


5 


b) SiO está dentro de S, se rodea a O con una pequeña esfera s de radio a. Sea que 7 denote la región acotada por 
S y s. Entonces, según el teorema de divergencia: 


ya que r + O en т. Así, 





6.27. 


CAPÍTULO 6 EL TEOREMA DE LA DIVERGENCIA, EL TEOREMA DE STOKES 





r ner (=r/a)-r r-r a? 1 
Ahora sobre s, г = a, n = ——, de modo que = / 
a 





p a at at a? 


n'r n-r 1 1 4a? 
| з dS = | з dS = | 2 dS = 22 | dS = 2 = 47 
5 


5 5 5 











Interprete el teorema de Gauss (vea el problema 6.26) desde el punto de vista geométrico. 


Solución 


Sea que 45 denote un elemento de superficie y conecte todos los puntos sobre la frontera de 45 a O (consulte la 
figura 6-12), con lo que se formaría un cono. Sea que dQ denote el área de una porción de esfera con centro en 
O y radio igual a r que es cortada por el cono; entonces, el ángulo sólido subtendido por 45 en O se define como 
dw = dQ/r? y es numéricamente igual al área de esa porción de esfera con centro en O y radio unitario cortado 
por el cono. Sea n la normal a dS unitaria positiva, y llamemos 0 al ángulo entre n y г; entonces, cos 0 = n : r/r. 
Asimismo, 


dQ = +dS cos 0 = +(n : r/r) dS, por lo que do = (n: г/т?) dS, 


el signo + o el — se escoge según sea que n y r formen un ángulo 0 agudo u obtuso. 





Figura 6-12 


Sea S una superficie, como la de la figura 6-13a), de modo que cualquier recta la corte en no más de dos pun- 
tos. Si O queda fuera de 5, entonces en una posición como la señalada con 1, (п • r/ г?) dS = ао; mientras que en 
la posición marcada con 2, (n • r/r?) d$ = —dw. Una integración sobre estas dos regiones da cero, уа que las con- 
tribuciones al ángulo sólido se cancelan. Cuando la integración se realiza sobre 5 se concluye que ff, - r/ r°) 48 
= 0, ya que por cada contribución positiva existe una negativa. 

Sin embargo, en el caso en que O está dentro de S, entonces en la posición indicada con 3, (п. r/ г?) dS = do, 
y en la posición 4, (n * г/г?) d$ = dæ, de modo que las contribuciones se suman en vez de cancelarse. El ángulo 
sólido total en este caso es igual al área de una esfera unitaria, que es 4л, por lo que [ff.(n- г/г) d$ = 47. 


4 





a) 2 5) 


Figura 6-13 


6.28. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Para superficies 5 tales que una recta corte a 5 en más de dos puntos, tenemos una situación exactamente igual 
a la ilustrada en la figura 6-13. Si O queda fuera de 5, por ejemplo, entonces un cono con vértice en O interseca a 
5 en un número par de sitios y la contribución a la integral de superficie es igual a cero, ya que los ángulos sólidos 
subtendidos en O se cancelan por parejas. Sin embargo, si O está dentro de S, un cono con vértice en O interseca 
a 5 en un número impar de lugares y como hay cancelación sólo para un número par de ellos, siempre habrá una 
contribución 47 para toda la superficie S. 


Un fluido cuya densidad es p(x, y, z, f) se mueve con velocidad v(x, y, z, t). Si no existen fuentes ni sumideros, 
demuestre que 


v.J2 "© 
ot 


donde J = pv. 


Solución 


Considere una superficie arbitraria que encierra un volumen V del fluido. En cualquier momento, la masa de fluido 
dentro de V es 
Y 


La tasa de incremento de esta masa con respecto del tiempo es 


ак 


V 


La masa de fluido por unidad de tiempo que sale de V es 


[fov -nas 


S 


(vea el problema 6.15) y por tanto, la tasa de incremento de la masa con respecto del tiempo es 


-| NNE Ji" (pv) dV 


por el teorema de divergencia. Entonces, 
9 
е Шене 


V V 


1 (v (pv) + av =й 


Como V es arbitraria, el integrando, que se supone continuo, debe ser idéntico a cero, con un razonamiento 
similar al utilizado en el problema 6.12. Entonces, 


o bien 


др 


V. 
JT 


=0 
donde J = pv. La ecuación se llama de continuidad. Si p es una constante, el fluido es incompresible y V - v = 0, 
es decir, v es solenoidal. 

La ecuación de continuidad también aparece en la teoría electromagnética, donde p es la densidad de carga y 
J — pv es la densidad de corriente. 


6.29. 


CAPÍTULO 6 EL TEOREMA DE LA DIVERGENCIA, EL TEOREMA DE STOKES 


Si la temperatura en cualquier punto (x, у, 2) de un sólido en el momento t es U(x, y, 2, t), y si K, py c son, 
respectivamente, la conductividad térmica, densidad y calor específico del sólido, que se suponen constantes, 
demuestre que 


дО 
— =kW*U 
Ot 


donde k = k/ pc. 


Solución 


Sea V un volumen arbitrario en el interior del sólido, y sea 5 su superficie. El flujo total de calor a través de S, o 
cantidad de calor que sale de S por unidad de tiempo, es 


| (=kVU) • ndS 


5 


Así, la cantidad de calor que entra a 5 por unidad de tiempo es 


| evo «ndS = flv * («VU) aV (1) 
5 ү 


por el teorema de divergencia. El calor contenido en un volumen У está dado por 


|| cpU dV 


Entonces, la tasa de incremento del calor con respecto del tiempo es 


all cpU dV = || ср ас dV 2) 


Se igualan los lados derechos de las ecuaciones (1) y (2), y queda: 


| С ас - М" 222 dV = 0 
у 


y como V es arbitrario, el integrando, que se supuso continuo, debe ser igual a cero, por lo que 
90 
ср Sees V * (KVU) 


O, si K, c y p son constantes, 


9 
Dv .vu=*wU 
Ot ср 


La cantidad k se llama difusividad. Para un flujo de calor de estado estable (es decir, cuando 00/07 = 0, o cuando 
U es independiente del tiempo), la ecuación se reduce a la de Laplace, V?U — 0. 


Teorema de Stokes 


6.30. 


a) Exprese el teorema de Stokes con palabras, y b) escríbalo en forma rectangular. 


Solución 


a) La integral de línea de la componente tangencial de un vector А tomada alrededor de una curva simple cerrada, 
C, es igual a la integral de superficie de la componente normal del rotacional de A tomado sobre cualquier 
superficie, 5, que tenga a C como su frontera. 

b) Como en el problema 6.145), 





A —Aj + Aj + Ask, n = cos oi + cos Bj + cos yk 


PROBLEMAS RESUELTOS 





Entonces, 
i j К 
д 9 9 дАз дА ðA; дА 0A, дА 
VxA- = 3 21ү 1 3 14 2 Mk 
Ox ду 0 ду OZ дс дх дх ду 
A Az Аз 








(V x A) дАз дА» ðA; дА; B 0A, дА, 
x ‘n= COS a d cos 84 cos 
dy Oz 5 дс дх дх ду 3 


A*dr = (Aii + A5j + Ask): (dxi | dyj | dzk) = A; dx | A» dy | Az dz 





y el teorema de Stokes se convierte en: 
дАз 0A; JA] Аз 0A, дА, 
cosa + cos B 4 cos y |45 = ф А dx + Ao dy + Аз dz 
ду д д дх дх ду 
5 C 


6.31. Demuestre el teorema de Stokes. 








Solución 
Sea S una superficie tal que sus proyecciones sobre los planos xy, yz y xz, sean regiones limitadas por curvas sim- 


ples y cerradas, como se ilustra en la figura 6-14. Suponga que 5 tiene la representación z = f (x, y) o x = g, z) 


o y = h(x, z), donde f, g y h son funciones valuadas en un solo valor, continuas y diferenciables, respectivamente. 
Debemos demostrar que 


[o x A» паб = || У x (411+ A2j + 43k)] ° n dS 
5 


=4 A + dr 
C 


donde C es la frontera de S. 








Figura 6-14 


Primero considere || | P [V x (A;)] + n dS. Ya que 





i j k 
9 9 ð| а. дА 
У x (Ai) = ==) Lk 
дх ду Oz дс ду 
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entonces, 


[V x (AiD]- n dS = (emi аек) 45 (1) 
д ду 


Si z = f (x, y) se toma como la ecuación de S, entonces el vector de posición de cualquier punto de S es r = xi + 
yj + zk = xi + yj + f (x, y)k, de modo que дг/ду = j + (9z/0y)k = j + (д//ду)К. Pero дк/ду es un vector tangente 
a S (vea el problema 3.25) y por tanto perpendicular a n, de modo que 








д д д, 
п раі 0 o п) – n-k 
Se sustituye en (1) para obtener 
6 Eno) as=( A ig к) 
дс y де ду dy 
o bien 
0A; дА д 
[V х (AiD]  nd$ = (22 + SE jn -kas Q) 
dy Oz ду 


дА, дА д2 дЕ 
Ahora sobre S, Aj(x, у, z) = А(х, y, f (x, у)) = F(x, y); por lo cual = + m iru y la ecuación (2) se 
convierte en: y с Oy у 


дЕ дЕ 
[V x (410] - n dS = – — п • К 05 = —— ахау 
ду ду 


Entonces, 


| дЕ 

| [V х (410)] ° n d$ = | — — ахау 
ду 

5 К 


donde К es la proyección de S sobre el plano ху. Según el teorema de Green para el plano, la última integral es igual 
a fr F dx, donde Г es la frontera de R. Como en cada punto (x, y) de Г el valor de F es el mismo que el valor de A; 
en cada punto (x, y, 2) de C, y como dx es la misma para ambas curvas, se debe tener que: 


f ra= фла 


T C 
o bien 
[fiv x (A1i)] ° n dS = pa dx 
5 С 


En forma similar, por proyecciones sobre los otros planos coordenados, 


їе» (Az «n 48-44: y [iw (АЖ п d$ фаз dz 


Así, por adición, 5 e 5 C 


еа nas faar 


S C 


El teorema también es válido para superficies 5 que quizá no satisfagan las restricciones impuestas mencio- 
nadas. En particular, supongamos que 5 se subdivide en superficies S1, S5, ..., S, con fronteras С|, Сә, ..., Cj, que 
satisfacen las restricciones. Entonces, el teorema de Stokes se cumple para cada superficie. Al sumar estas integra- 
les de superficie, se obtiene la integral de superficie total sobre S. Al sumar las correspondientes integrales de línea 
sobre Ci, Со, ..., Су, se obtiene la integral de línea sobre C. 


6.32. 


6.33. 


PROBLEMAS RESUELTOS 





Verifique el teorema de Stokes para А = (2x — y)i — yz?j — улК, donde S es la mitad superior de la superficie 
de la esfera x? + y? + 2? = 1, y C es su frontera. Sea R la proyección de S sobre el plano xy. 


Solución 


La frontera C de S es una circunferencia en el plano xy de radio igual a 1 y centro en el origen. Las ecuaciones 
paramétricas de C son x = cos t, y = ѕепѓус = 0, 0 = 7 < 27. Entonces, 





jaa х y) dx — yz? dy — ух dz 
C C 


2T 
= | (2 cos t — sen f)( —sen f) dt = т 
0 





Asimismo, 
i j k 
EN 9 д 9 Ё 
dial ca dy oz | 
2х-у -у2 уі 
Entonces, 


ЕЕЕ 


5 5 R 


ya que п. k dS = dx dy y R es la proyección de S sobre el plano xy. Esta última integral es igual a: 





1 М1-х2 11-2 1 
| | фах = | фах = 4 | Vi № ах=т 
x2-ly- Vic 0 0 0 


y se verifica el teorema de Stokes. 


Demuestre que una condición necesaria y suficiente para que $c A · dr = 0 en toda curva cerrada C, es que 
V x А = 0 en forma idéntica. 


Solución 

Suficiencia. Supongamos que V x A = 0. Entonces, según el teorema de Stokes, 
parar= [у nds o 
C 5 


Necesidad. Supongamos que ф A * dr = 0 alrededor de toda trayectoria cerrada, C, y supongamos que V x A + 0 
en cierto punto P. Entonces, si se supone que V x A es continuo, habrá una región que tenga a P como un punto 
interior, donde V x A 7 0. Sea 5 una superficie contenida en esta región y cuya normal n en cada punto tiene la 
misma dirección que V x A, es decir, donde V x A = an, donde « es una constante positiva. Sea C la frontera de 
S. Entonces, por el teorema de Stokes: 


fa-ar= [|V o nds аа-а 0 
C 5 5 


lo que contradice la hipótesis de que $, A * dr = 0 y demuestra que V x A = 0. 


Se concluye que V x A = 0 también es una condición necesaria y suficiente para que una integral de línea 


ЇЕ * A * dr sea independiente de la trayectoria que une los puntos P; y Р: (vea los problemas 5.10 y 5.11). 


6.34. 


6.35. 


6.36. 


CAPÍTULO 6 EL TEOREMA DE LA DIVERGENCIA, EL TEOREMA DE STOKES 


Demuestre que фаг x B = ff. (n x V) x B dS. 


Solución 


En el teorema de Stokes, sea A — B x C, donde C es un vector constante. Entonces, 


аво = [[ivxaxornas 


}с-аехв= | [(C - У)В — C(V • B)] + n dS 


S S 


=c- [iva m ау mias- с. [mx vas 
S S 


Ya que C es un vector constante arbitrario $ar х В = ЙГ (n x V) x B 45. 


Suponga que AS es una superficie acotada por una curva cerrada simple, C, y que P es cualquier punto de AS 
que no está sobre C, y que n es una normal unitaria a AS en P. Demuestre que en P: 


(rot A) n — lím ganar 
А5-0 AS 


donde el límite se toma en forma tal que AS se colapse a P. 


Solución 
De acuerdo con el teorema de Stokes, ff. (rot А), n dS = fo A + dr. 


Con el empleo del teorema del valor medio para integrales, como en los problemas 6.19 y 6.24, esto puede escri- 
birse como sigue: 


$c A * dr 
AS 


y el resultado requerido se deduce al calcular el límite cuando AS — 0. 

Esto puede utilizarse como el punto inicial para definir rot A (vea el problema 6.36) y es útil en la obtención de 
rot А en sistemas de coordenadas que no sean rectangulares. Como 4, A • dr recibe el nombre de circulación de A 
sobre C, la componente normal del rotacional puede interpretarse físicamente como el límite de la circulación por 
unidad de área, lo que hace que rotación de A sea un sinónimo (rot A) en lugar de rotacional de A. 


(rot A) - n = 


Suponga que rot А se define de acuerdo con el proceso al límite descrito en el problema 6.35. Encuentre la 
componente de z del rotacional de A. 








y 





Figura 6-15 


PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS «Э 


Sea EFGH un rectángulo paralelo al plano xy con un punto interior Р(х, у, z) tomado como su punto medio, 
según se ilustra en la figura 6-15. Sean A, y А las componentes de A en P en las direcciones positivas de x y y, 
respectivamente. 

Si C es la frontera del rectángulo, entonces 


|л-ас- | хас Ja [Аа [А-а 


С ЕЕ ЕС GH HE 


Pero, 


[А-а (^ EL |А а= -(% +5914): 





2 ду 2 д 
ЕЕ GH 
1 дА 194 
[А-а Arp ны Ay [а-а (а 5А Ay 
2 дх 2 дх 
FG HE 
excepto para infinitésimos de orden mayor que Ax Ay. 
Al sumar se obtiene aproximadamente: 
$ A=dr— Зэ 3 Ax Ay 
дх ду 
С 
Entonces, como AS = Ах Лу, 
ў А - dr 
componente z de rot A = (rot A) · К = Иш д5 
JA дА 
E jasa 
7 x у 
= lím 
цан, Ах Ау 
дА» дА! 
дх ду 


PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


6.37. 


6.38. 


6.39. 


6.40. 


6.41. 


6.42. 


Verifique el teorema de Green en el plano para $. (332 — 8y?) dx + (4y — 6xy) dy, donde C es la frontera de la región 
definida por a) y = /x, y = x°; b) х= 0, у= 0, x cy 1. 


Evalúe $c (3x + 4y) dx + (2x — Зу) dy, donde C es una circunferencia de radio igual a dos, con centro en el origen 
del plano xy y que se recorre en sentido positivo. 


Resuelva el problema anterior para la integral de línea $. (х2 + y?) dx + 3xy? dy. 


Evalúe $ (x? — 2xy) dx + О?у + 3) dy alrededor de la frontera de la región definida por y? = 8x y x = 2, a) directa- 
mente y b) con el empleo del teorema de Green. 


Evaláe |? (бху — y?) dx + (3x? — 2xy) dy a lo largo de la cicloide x = 0 — sen Ө,у = 1 — cos Ө. 


Evalúe $6 + 2y) dx — (x + 3 cos y) dy alrededor del paralelogramo cuyos vértices están en (0, 0), (2, 0), (3, 1) y 
(1, 1). 


6.43. 


6.44. 


6.45. 


6.46. 


6.47. 


6.48. 


6.49. 


6.50. 


6.51. 


6.52. 
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Calcule el área limitada por un arco de la cicloide x = a(0 — sen 0), y = a(1 — cos 0), a > 0, y el eje x. 


Determine el área acotada por la hipocicloide x2? + yL = 425, а > 0. 
Sugerencia: Las ecuaciones paramétricas son x = a cos? 0, у = a sen? Ө. 


Demuestre que en coordenadas polares (р, ф), se cumple la expresión x dy — y dx = р? аф. Interprete Е: ау — y dx. 
Encuentre el área de un lazo de la rosa de cuatro hojas p = 3 sen 29. 
Calcule el área de los dos lazos de la lemniscata p? = a? cos 24. 


Obtenga el área del lazo de la hoja de Descartes x^ + y? — 3axy, a > 0 (vea la figura 6-16). 








Figura 6-16 


Sugerencia: Sea y — tx, y obtenga las ecuaciones paramétricas de la curva. Después utilice el hecho de que 
c 1 1 y 1 
= prdy—ydx=>péd(2) =p de 
Area 5} хау — y dx 5 E > х 


Verifique el teorema de Green en el plano $. (2x — у?) dx — xy dy, donde C es la frontera de la región encerrada por 
las circunferencias 3? + y? = 1y 3 + y? = 9. 








(=1,0) . d d 
Evalúe | DARAD a lo largo de las trayectorias siguientes: 


(1,0) x^ y? 


a) Segmentos de línea recta que van de (1, 0) a (1, 1), luego a (— 1, 1) y después a (— 1, 0). 
b) Segmentos de línea recta que van de (1, 0) a (1, —1), después a (—1, —1) y luego a (— 1, 0). 
Demuestre que, aun cuando 9М/9у = 9М/дх la integral de línea es dependiente a la trayectoria que une (1, 0) 
a (— 1, 0) y explique. 
Por cambio de variables de (x, y) a (u, v) y de acuerdo con la transformación x = x(u, v) e y = y(u, v), demuestre 
que el área A de la región R limitada por una curva simple cerrada, C, está dada por 








дх ду 

А = || (22 | дийг donde (22 | =|%u д 
u,v u,v dx ду 

R ðv ðv 


es el jacobiano de x y de y con respecto de u y v. ¿Qué restricciones establecería el lector? Ilustre el resultado donde 
u y v son coordenadas polares. 

Sugerencia: Use el resultado А = j f x dy — y dx, transforme a coordenadas и y v, y luego utilice el teorema de 
Green. 


Evalúe ff, Е • п 45, donde Е = 2xyi + yj + xzk y S es: 








а) La superficie del paralelepípedo limitado por x = 0, y = 0,z = 0,x = 2,y = 1yz-3. 
b) La superficie de la región acotada prx = 0, y = 0, y = 3,z = 0 y x + 2z = 6. 








6.53. 


6.54, 


6.55. 


6.56. 


6.57. 


6.58. 


6.59. 


6.60. 


6.61. 


6.62. 


6.63. 


6.64. 


6.65. 


6.66. 


6.67. 


6.68. 


6.69. 


6.70. 


6.71. 


PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


Verifique el teorema de divergencia para A = 2x%yi — y?j + 4xz?k tomado sobre la región en el primer octante 
limitado por y? + 22 = 9y x = 2. 


Evalüe ЇЇ г •р 05, donde a) S es la esfera de radio igual a 2 con centro en (0, 0, 0), b) S es la superficie del cubo 
limitado por x 1, y Iz lx-lLhy-lyz-lyo)Sesla superficie limitada por el paraboloide 
z= 4 — (X + y?) y el plano ху. 








Suponga que 5 es cualquier superficie cerrada que encierre un volumen V, y A — axi + byj + czk. Demuestre que 
ЈА п45 = (a - b - oV. 


Suponga que H = rot A. Demuestre que ff. Н - ndS = 0 para cualquier superficie cerrada 5. 


Suponga que n es la normal unitaria que sale desde cualquier superficie cerrada de área S. Demuestre que 
Ју, divnav = s. 


Demuestre que | dV 28 | ын ds. 
г? sr 
Demuestre que Ї гп 45 = fff, 5?rav. 
Demuestre que ff. n dS = 0 para cualquier superficie cerrada 5. 
Demuestre que la segunda identidad de Green puede escribirse como 


| evs- ита = || (92 23 ds. 


S 


Demuestre que ffr x dS = 0 para cualquier superficie cerrada S. 





Verifique el teorema de Stokes para A = (y — z + 2)i + (yz + 4)j — xzk, donde S es la superficie del cubo x = 0, 
y=0,2=0,x=2,y=2y2z= 2, sobre el plano xy. 








Verifique el teorema de Stokes para F = xzi — yj + х2уК, donde S es la superficie de la región acotada por x = 0, 
у= 0, = 0у2х + y + 2z = 8, que no está incluida en el plano xz. 








Evalúe Д» (V x A) *nd$, donde А = (X? + y — 4i + 3xyj + Qxz + 2)k у S es la superficie de a) el hemisferio 
x? + y? + 22 = 16 sobre el plano xy y b) el paraboloide z = 4 — (x? + y?) sobre el plano xy. 








Sea А = 2yzi — (x + Зу — 2)j + (X + z)k. Evalúe Д» (V x A) + п 25 sobre la superficie de intersección de los 
2 


cilindros x? 4 y = qx! +2 = incluidos en el primer octante. 





Un vector B siempre es normal a una superficie cerrada S. Demuestre que ||, rot B dV = 0, donde V es la región 
limitada por S. 


19 
Sea f E: dr = — PET | H · dS, donde S es cualquier superficie limitada por la curva C. Demuestre que 
c 
C 
19H 
VxE---— 
c Ot 
Demuestre que $. $ dr = fJ. aS x Уф. 


Use la equivalencia de operadores del problema resuelto 6.25 para llegar a que: а) Уф, b) У · Ay c) Vx A, en 
coordenadas rectangulares. 


Haga la demostración de que fff, Уф * A dV = ff; pA ndS — fff, ФУ A aV. 
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6.72. 


6.73. 


6.74. 


Sea r el vector de posición de cualquier punto en relación con un origen O. Suponga que ф tiene derivadas conti- 
nuas de al menos segundo orden, y sea S una superficie cerrada que encierra un volumen V. Denote a фер O por 


medio de $,. Demuestre que 
| Б - (2) ‘dS = | Tea +a 
5 V 


donde а = 0 o 47ф,, según si O está fuera o dentro de 5. 


El potencial Ф(Р) en un punto Р(х, у, z) debido a un sistema de cargas (o masas) q1, q2, ..., qn, que tienen vectores 
de posición гі, r», ..., r,, con respecto de P, está dado por: 


n 
q 
Ф-У am: 
mc m 


Demuestre la ley de Gauss: 


IB 45 = 410 
5 


donde E = —Vd es la intensidad de campo eléctrico, S es una superficie que encierra todas las cargas y 
О => 5.1 qm es la carga total dentro de 5. 
8 


Si una región V acotada por una superficie 5 tiene una distribución de carga (o masa) continua de densidad p, en- 
tonces el potencial Ф(Р) en un punto P está definido por 


[re 


Haga suposiciones razonables y deduzca lo siguiente: 





a) ffs E+ 45 = 47 [ffy p dV, donde E = —V4. 


b) У?ф = —4тр (ecuación de Poisson) en todos los puntos P en los que existen cargas, y У2ф = 0 (ecuación de 
Laplace) donde no hay cargas. 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


6.37. 


6.38. 
6.39. 
6.40. 
6.41. 
6.42. 
6.43. 
6.44. 
6.46. 
6.47. 


a) valor común = 3/2, 6.48. 3a?/2 

b) valor común = 5/3 

—87 6.49. valor común = 607r 

27 6.50. а) т, b) –т 

128/5 6.52. а) 30, Б) 351/2 

63? — 47 6.53. 180 

—6 6.54. a) 323, D) 24, c) 2477 
3 та? 6.63. valor común = —4 

3 71a?/8 6.64. valor común = 32/3 
9718 6.65. а)-16т,5)-4тг 


a 6.66. —a(37 + 8a)/12 





Coordenadas curvilíneas 


71 INTRODUCCIÓN 


El lector ya está familiarizado con el sistema de coordenadas rectangulares (x, y) y el de coordenadas polares (r, 0), 
en el plano. Los dos sistemas se relacionan por medio de las ecuaciones siguientes: 


x=rc0s0, y=rseng8 y r=yx2+y?, 0=arctan (у/х) 


Este capítulo trata con sistemas de coordenadas generales en el espacio. 


7.2 TRANSFORMACIÓN DE COORDENADAS 


Supongamos que las coordenadas rectangulares de cualquier punto (x, y, z) en el espacio se expresan como funciones 
de (ui, и, из). Por ejemplo: 


X = x(u, 47, из), y = у(иі, и, из) у Z= z(u, и, из) (1) 


Suponga que las expresiones еп (1) pueden resolverse para и, из y из, en términos de x, y y z, es decir, 
uj = ш(х, у, 2), u = иш (х,у, y из = из(х, у, 2) (2) 


Se supone que las funciones expresadas en (1) у (2) tienen un solo valor y derivadas continuas de modo que Ја corres- 
pondencia entre (x, y, 2) y (uj, и, из) es única. En la práctica, esta suposición tal vez no se aplique en ciertos puntos 
y se requiera alguna consideración especial. 

Dado un punto P con coordenadas rectangulares (x, y, z), es posible asociar a partir de (2) un conjunto único de 
coordenadas (ui, из, из) llamadas coordenadas curvilíneas de P. Los conjuntos de ecuaciones (1) o (2) definen una 
transformación de coordenadas. 


7.3 COORDENADAS CURVILÍNEAS ORTOGONALES 


Las superficies иу = ci, из = c» y из = сз, donde су, c» y сз son constantes, se llaman superficies de coordenadas y 
cada pareja de ellas se interseca en curvas llamadas curvas coordenadas o rectas coordenadas (vea la figura 7-1). Si 
las superficies de coordenadas se intersecan en ángulos rectos, el sistema de coordenadas curvilíneas se denomina 
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ortogonal. Las curvas coordenadas ui, uz y из de un sistema curvilíneo son análogas a los ejes coordenados x, y y z 
de un sistema rectangular. 


2 


из curva 





из curva 
a" curva 2 











Figura 7-1 Figura 7-2 


7.4 VECTORES UNITARIOS EN SISTEMAS CURVILÍNEOS 


Sear — xi + yj + zk el vector de posición de un punto P, en el espacio. Entonces, la expresión (1) puede escribirse 
como г = r(u;, u, из). Un vector tangente a la curva u; en P (para la cual u y uz son constantes) es дг/ди,. Enton- 
ces, un vector unitario tangente en dicha dirección es e; — (дт /ди)|дг/'ди\| de modo que дг/ди = меу, donde h; = 
lor/ du. En forma similar, si ез y ez son vectores unitarios tangentes a las curvas ил y us en P, respectivamente, en- 
tonces дг/диз = he; y дг/диз = hzez, donde / = /9к/диг| y h; = [дг /диз). Las cantidades Л, Лә y һз se llaman factores 
de escala. Los vectores unitarios ei, e; y ез tienen las direcciones en las que crecen иј, ил y us, respectivamente. 

Como Vu; es un vector en P normal a la superficie u; = сі, un vector unitario en dicha dirección está dado por 
E, = Vu¡/|Vuy.. De manera similar, los vectores unitarios E; = Уиг//Уиг| y Ez = Vus/|Vus| en P, son normales a las 
superficies из = c» y из = сз, respectivamente. 

Entonces, en cada punto P de un sistema curvilíneo, en general existen dos conjuntos de vectores unitarios, е, 
ез y ез, que son tangentes a las curvas coordenadas E, E» y E; normales a las superficies coordenadas (vea la figura 
7-2). Los conjuntos son idénticos si y sólo si el sistema de coordenadas curvilíneas es ortogonal (consulte el proble- 
ma 7.19). Ambos conjuntos son análogos a los vectores unitarios i, j y k, en coordenadas rectangulares, pero difieren 
de éstos en que pueden cambiar de dirección de un punto a otro. Es posible demostrar (vea el problema 7.15) que los 
conjuntos dr/du,, дг/дио, дг/диз y Vui, Vu», Vus constituyen sistemas recíprocos de vectores. 

Un vector A puede representarse en términos de los vectores unitarios básicos ej, e; y es o Ej, E; y E; en la 
forma 





А = Ае | А»е» | Азез = aj E, | a; E» | азЕз 


donde Aj, A2, Аз у ац, a», аз son las componentes respectivas de А en cada sistema. 
También se puede representar А en términos de los vectores básicos dr/du,, ðr/ðuz y дг/диз о Уш, Vu» y Vua, 
que se llaman vectores unitarios básicos pero que en general no son vectores unitarios. En este caso 


or or or 
А = С, + С + Сз = Соц + Соо + C305 
du; Qu» диз 





А = сУи + сМиз + c3Vuz = c1 Bi cop; + сз» 


donde Ci, C y Сз reciben el nombre de componentes contravariantes de А, у ci, c» y сз se llaman componentes 
covariantes de A (consulte los problemas 7.33 y 7.34). Observe que a, = ðr/ðup, В, = Уи, р = 1, 2,3. 
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7.5 LONGITUD DE ARCO Y ELEMENTOS DE VOLUMEN 


En primer lugar se debe recordar que el vector de posición de un punto P puede escribirse en la forma г = r(ui, из, 
из). Entonces, 


д 
E dui + s du» + 
1 Qu» 





9 
dr= 


Qu 


д 
3 Е dus = hi duje; + ћ дизе + hz duzez 
из 


Por tanto, la diferencial de longitud de arco, ds, se determina a partir de ds? = dr - dr. Para sistemas ortogonales, 
e, e =e,e=e,*e; = 0, y 








ds? = hi dui + h3du3 + h dus 


Para sistemas curvilíneos no ortogonales, o generales, consulte el problema 7.17. 

A lo largo de una curva иј, son constantes u y us, por lo que dr = h, аще. Entonces, la diferencial de longitud 
de arco ds; a lo largo de u; en P es лаи. De manera similar, las diferenciales de longitud de arco a lo largo de из y 
uz en P son ds» = ha du», 48, = hz duz. 

En relación con la figura 7-3, el elemento de volumen para un sistema de coordenadas curvilíneas está dado por 


dV = [UT аще) t (h дизе») х (Ia duse) = hih>h3 dui du» dua 
ya que lei *ex ез| = 1. 


из 


гэ 
57 


Figura 7-3 
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Las operaciones de gradiente, divergencia y rotacional pueden expresarse en términos de coordenadas curvilíneas. 
En específico, se aplica la siguiente proposición. 


PROPOSICIÓN 7.1: Suponga que Ф es una función escalar y A = Ае, + Азез + Азез es una función vectorial de 
coordenadas curvilíneas ortogonales ui, из y из. Entonces se cumplen las leyes siguientes: 


1 9Ф 1 o 1 9Ф 
i) АФ = grad Ọ = | H 
: gra hi ди “I һә du) к. ha диз a 








1 Ó 9 9 
i) Д.А = УА = Ло7зА1) + — (һзу A5) + — (hih A 
ii) iv ШЙ, E 2h3A1) P 3h143) cm 1/2 »] 


е һе» Лзеёз 
ds 1 д д д 
ii) AXA=rot A = 
hih2h3 ди ди? диз 
HA, hA ЊАз 
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іу) У?Ф = Laplaciano de Ф 

я 1 9 (hjh, 0 J 9 (h3h, ob + 9 (hh, Ф 

— hhh ди hi ди Qu» ha Qu» Qua ha Qua 


Observe que si Лу = Л) = h; = 1, y ej, ез y es se sustituyen por i, j у k, entonces las leyes anteriores se reducen 
a las expresiones habituales en coordenadas rectangulares, donde (ui, u2, из) es reemplazado por (x, y, z). 





Los resultados anteriores se amplían por medio de una teoría más general de sistemas curvilíneos con el empleo 
de métodos de análisis tensorial, que se estudia en el capítulo 8. 


7.7 SISTEMAS ESPECIALES DE COORDENADAS ORTOGONALES 


La siguiente es una lista de nueve sistemas especiales de coordenadas ortogonales además de las rectangulares ha- 
bituales (x, y, z). 


1. Coordenadas cilíndricas (p, ф, z). 
Vea la figura 7-4. Aquí, 


х= рсоѕ ф, у= рѕепф y zz 
dondep20,0€$ «2m, e << о, ћ, = 1, hi=p у №, = 1. 


2. Coordenadas esféricas (r, 0, ф). 
Vea la figura 7-5. En este caso, 


х = геп Өсозф, у = гѕеп Өѕепф y z=rcos0 


donde г20,0< ф < 2п,0< 0< п, h,= 1, hg = ry hg = rsen 0. 











Figura 7-4 Figura 7-5 


3. Coordenadas cilíndricas parabólicas (u, v, 2). 
Vea la figura 7-6. Ahora, 


x-la?—W), y=uv y 2=2 


donde—e < u< %,v>0, =% < z< o, hı = h, = Nw) +? y h, = 1. 


77 SISTEMAS ESPECIALES DE COORDENADAS ORTOGONALES 


En coordenadas cilíndricas, u = y/2p cos (ф/2), v = 2p sen (ф/2) y z = z. 
En la figura 7-6 se muestran los trazos de las superficies coordenadas sobre el plano xy. Son parábolas con el 
mismo foco y eje común. 


= 0, 
35 y 3 
4x5 И 2% 
“зад Я 230. 





и= 102 СО252) v=1/2 





а an Pa 3/2 
us 2 e БУ; 
sn ES 
ил ? 35 
Figura 7-6 


4. Coordenadas paraboloides (u, v, ф). 
Aquí, 


x-—uvcosÓó, y=uvsenQ, z= Hu? — у?) 


donde u > 0, v > 0,0 < $ < 27, hı = h, = Ми? + v? y he = uv. 

Al girar las parábolas de la figura 7-6 por arriba del eje x, se obtienen dos conjuntos de superficies coor- 
denadas, y el eje cambia su nombre a z. El tercer conjunto de superficies coordenadas son planos que pasan a 
través de dicho eje. 


5. Coordenadas cilíndricas elípticas (u, v, z). 
Consulte la figura 7-7. Aquí, 


x =acoshucosv, у= аѕепһиѕепу y = 


donde u > 0, 0 < v «2m, —o < z <% , hı = h, = a Мѕеп и + sen? v y h,= 1. 
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Los trazos de las superficies coordenadas sobre el plano xy se ilustran en la figura 7-7. Son elipses e hipér- 
bolas con los mismos focos. 














7 у =31/2 


Figura 7-7 


Coordenadas esferoidales alargadas (2, y, ф). 
Aquí: 


х = a senh ésen y cos ф, y = а senh ésen ņ sen ф, z = а cosh £cos 7] 





donde ё > 0, 0 < < п, 0 < ф < 21, hg = ћ = а Увс 26 + sen? y y һь = asenh ¿sen n. 

Cuando se hacen girar las curvas de la figura 7-7 alrededor del eje x se obtienen dos conjuntos de superficies 
coordenadas, y el eje cambia su nombre a eje z. El tercer conjunto de superficies coordenadas son planos que 
pasan a través de este eje. 


Coordenadas esferoidales achatadas (<, y, 45). 
Aquí, 


x-—acoshécos y cos ф, y=acoshécos ņsen ó y z-—asenhésenq 


donde ё> 0, – п/2 < mx п/2,0 < ф «2m, hg = hy = avsenh? é+ sen? n y hg = a cosh ¿cos n. 

Cuando se hacen girar las curvas de la figura 7-7 alrededor del eje y, se obtienen dos conjuntos de superfi- 
cies coordenadas, y el eje cambia su nombre a eje z. El tercer conjunto de superficies coordenadas son planos 
que pasan a través de este eje. 
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Coordenadas elipsoidales (A, џи, v). 











Aquí, 
х2 y 2 
-1 ALSE <D < а? 
2-1 PaA GIA e 1 
2 2 2 
Xx y < 2 2 2 
=1, <u<b < 
== WE с2 – р А 1 
2 2 2 
X y < E 2 2 2 
2077 07221209 cb <у<а 











: x (к — Xv А) 
A INV га? — AXE? — XX? — Xy 


i _1 (v — WA — u) 
"^ 2V(2 — pb? — pc? — и) 
h -M (A — vu — v) 
"72V (a? — vb? — vc? — v) 


Coordenadas bipolares (u, v, z). 
Consulte la figura 7-8. Aquí, 




















xX + (у = асоси)? = alesc? u, (x—acothv? + y? = atesch? v, z= 


N 


o bien, 


a senh v |. àsenu 





‚у хос 
cosh у —cosu ^  coshv—cosu 
donde 0 € u < 27, —% «v < о, —% < z < %, hı = h, = a/(cosh v — cos u) y h, = 1. 
En la figura 7-8 se muestran las superficies coordenadas sobre el plano xy. Cuando las curvas de dicha figura 
giran alrededor del eje y, el eje cambia su nombre a eje z y se obtiene un sistema de coordenadas toroidales. 





Figura 7-8 
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PROBLEMAS RESUELTOS 


7.1. 


7.2. 


Describa las superficies coordenadas y las curvas coordenadas para coordenadas a) cilíndricas y b) esféricas. 


Solución 


a) Las superficies coordenadas (o superficies de nivel) son: 


= c, cilindros coaxiales con el eje z (o eje z si cı = 0). 
c2 planos a través del eje z. 
= сз planos perpendiculares al eje z. 


p 
2 
Las curvas coordenadas son: 


Intersecciónde p = ср y ф = c (curva z) es una línea recta. 
Intersección de p = cı} y z = сз (curva ф) es una circunferencia (o punto). 
Intersección de $ = c2 y z = сз (curva p) es una línea recta. 


b) Las superficies coordenadas son: 


r = c, esferas con centro en el origen (u origen si c, = 0). 
Ө = сз conos con vértice en el origen (rectas si c2 = Оол, y el plano xy si c; = 7/2). 
ф = c3 planos a través del eje z. 


Las curvas coordenadas son: 


Intersección der =c} y  0=cz(curva ф) es una circunferencia (o punto). 
Intersecciónder = ср y ф = сз (curva 0) es una semicircunferencia (c, + 0). 
Intersección de 0 — з y ф = сз (curva r) es una recta. 


Determine la transformación de coordenadas cilíndricas a rectangulares. 


Solución 


Las ecuaciones que definen la transformación de coordenadas cilíndricas a rectangulares son: 


x= pcos ф (1) 
y = psen ф (2) 
1-1 (3) 


Al elevar al cuadrado las ecuaciones (1) y (2) y sumarlas se obtiene: p'(cos? ф + sen? ф) = x? + y! о 
p = Ух? + yl, ya que cos? ф + sen? ф = 1 y pes positivo. 
Se divide la ecuación (2) entre (1), 





sen 
== E аф о bien ф = arc tan? 
x  pcosó х 


Entonces, la transformación requerida es: 


р = Ух? + y (4) 

ф = arc tan? (5) 
x 

2=2 (6) 


Observe que $ es indeterminado para puntos sobre el eje z (x = 0, у = 0). Éstos se llaman puntos singulares 
de la transformación. 


7.3. 


7.4. 


7.5. 


PROBLEMAS RESUELTOS 





Demuestre que un sistema de coordenadas cilíndricas es ortogonal. 


Solución 
El vector de posición de cualquier punto en coordenadas cilíndricas es 
г = xi + yj + zk = pcos фі + psen ф + zk 
Los vectores tangente a las curvas p, фу z están dados respectivamente por дг/др, дг/дф y ðr/ðz, donde 


or Р . or : : or 

— = cos фі + sen dj, — = —psen di + pcos dj, — = 

др д дс 
Los vectores unitarios en estas direcciones son 


ór/óp _ cos фі + sen dj 














e =e, = = cos фі + sen фј 
" lor/óp| Cos? $ + sen? ф 
дг/9ф —psen di + pcos Ф) | : 
e = es = = sen фі + cos ф) 
|дг/дф| үр sen? p + p? cos? ф 
2200 dr/oz 
? 7 ar/o] 


Entonces 
ег * € = (cos фі + sen фј) + (—sen фі + cos ф) = 0 
e¡ : e = (cos фі + sen pj) - (К) =0 
ез • ез = (—sen фі + cos dj) - (К) = 0 





y por tanto еј, e; y ez son mutuamente perpendiculares y el sistema de coordenadas es ortogonal. 


Represente el vector A = zi — 2xj + yk en coordenadas cilíndricas. Con el resultado anterior determine A,, 
As y Az. 


Solución 

Del problema 7.3, 
ep = cos фі + sen dj (1) 
еф = — sen фі + cos ej (2) 
е; = К (3) 


Al resolver las ecuaciones (1) y (2) еп forma simultánea, 


i = соз фе, — sen фер, j = sen фе, + cos des. 





Entonces 
А =i—2xj + yk 

= z(cos фе, — sen феф) — 2p cos (sen de, + cos peg) + psen фе, 

= (zcos ф — 2pcos p sen ф)е, — (zsen ф + 2p cos? Ф)еф + psen фе, 
y 

A, = zcos ф — 2pcos фѕеп ф, Аф = —zsen $ — 2pcos? ф y А; = psen ф. 

Demuestre que Л ер = þeg, E? еф = — фе, donde los puntos denotan diferenciación con respecto del tiem- 
po. t. 
Solución 


Del problema 7.3 se tiene 


ер = соѕ фі + ѕеп фј y еф = —sen di + cos dj 
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Entonces e, = —(sen ф)фі + (соѕ ф)ф) = (—sen фі + cos ojo - des 


d Ч " B . 
е = —(соз ФУЙ — (sen d)dj = —(cos di + sen di) = —de, 


7.6. Exprese la velocidad v y la aceleración a de una partícula en coordenadas cilíndricas. 


Solución 
En coordenadas rectangulares, el vector de posición es r — xi yj + zk y los vectores de velocidad y aceleración 
son: 
dE NT RM. ШҮ дун мы ы 
=y A + у а= === +j + 


En coordenadas cilíndricas, según el problema 7.4: 
r = xi + yj + zk = (pcos ф)(соѕ de, — sen peg) + (psen ф)(ѕеп de, + cos peg) + ze. 
= рер + ze; 
Entonces 


poe, T 
d d 


de, | dz : : . 
+ — e, = pe, + poe, + ze. 
dp que Өр T РФ + ze 





con el resultado del problema 7.5. Al diferenciar otra vez, 
dr d 


= (pe, + pde, + ze. 
12 аер * Pea + Фе) 


= peg + pep + pá( — dej) + phe, + poes + ze. 
= (p — рф?)е, + (рф + 200), + ze. 
con el resultado del problema 7.5. 


7.7. Encuentre el cuadrado del elemento de longitud de arco en coordenadas cilíndricas y determine los factores 
de escala correspondientes. 
Solución 
Primer método. 
хэрсо8ф, y=psend y = 
dx= — psen ф do + cos ф dp, dy = pcos ф аф tsenódp y dz= dz 
Entonces 
ds? = d + dy? + d? = (—psen do + cos ф ар)? + (pcos ф аф + sen ф dp? + (dz? 
= (ар) + PUP + (4)? = Mdp? + Ap? + ad? 








y los factores de escala son: h; = hp = 1, h; = hy = py ha =h, = 1. 


Z 


Segundo método. El vector de posición es r = p cos фі + p sen фј + zk. Entonces, 





ð д д 
dr =F dpt Z dot Та, 
др дф 02 
= (cos фі + sen dj) dp + (—psen фі + pcos фј) аф + К dz 
= (cos фар — psen ф doi + (sen ф dp + pcos ф аф)) + К dz 


Entonces 
ds? = dr - dr = (cos ф dp — psen ф doy. + (sen ф dp + pcos ф аф)? + (dz 


= (ар)? + Pdp? + (а)? 


PROBLEMAS RESUELTOS 


7.8. | Resuelva el problema 7.7 para coordenadas a) esféricas y b) cilíndricas parabólicas. 


Solución 
a) х = геп Өсозф, у = гѕеп Өѕепф у z=rcos0 
Entonces, 
dx = —rsen sen фаф + rcos 0cos ф d0 + sen Ө cos o dr 
dy = rsen 0cos $ d$ + r cos 0sen ф 40 + sen Ө sen $ dr 
dz = —rsen 0d0 + cos O dr 
у 


(ds, = (dx)? + (dy? + (а)? = (dry + га) + г? sen? Ө(4ф)” 








Los factores de escala son hı = h, = 1, № = ho = r y h3 = họ = rsen 6. 
b) x= Hu? =y), y=uv y z-z 
Entonces 


dx = udu — vdv, dy—-udvtvdu y dz=dz 


(ds)? = (ах)? + (dy? + (da? = (и? + у?)(аи) + (и? + v?ydvy. + (dz? 
Los factores de escala son A; = h, = Vu? +2, ho = h, = Vu? +v? y hz =h, = 1. 
7.9.  Dibuje un elemento de volumen en coordenadas a) cilíndricas y b) esféricas, y diga las magnitudes de sus 
aristas. 
Solución 


a) Las aristas del elemento de volumen en coordenadas cilíndricas (vea la figura 7-9a)), tienen magnitudes p d$, 
dp y dz. Esto también podría verse por el hecho de que las aristas están dadas por: 
ds, = hidu, = (1)(4р) = dp, ds; = hadu, = раф y ds; = (Mídz) = dz 


con el empleo de los factores de escala obtenidos en el problema 7.7. 


dV = (r sen8d9)(r dO dr) 
dV = (раф)(ар)(ах) = 2 вен dr d0 dọ 
= pdpdó dz 


аф, раф 





dp 
dz 














х 


a) Elemento de volumen en coordenadas cilíndricas. b) Elemento de volumen en coordenadas esféricas. 


Figura 7-9 
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b) Las aristas del elemento de volumen en coordenadas esféricas (vea la figura 7-9b)) tienen magnitudes dr, r 40 
y r sen 0 dø. Esto también se evidencia con el hecho de que las aristas están dadas por 





ds; = hi аш -(1Хаг)- dr, аә = № аю =rd0 y аз = ha dus = rsen 0 dọ 





con el uso de los factores de escala obtenidos del problema 7.8a). 


7.10. Encuentre el elemento de volumen dV en coordenadas a) cilíndricas, b) esféricas y c) parabólicas. 


Solución 


El elemento de volumen en coordenadas curvilíneas ortogonales u1, из, из, es: 


dV — hih>h3 dui du» dus 





a) En coordenadas cilíndricas, u; = p, 42 = ф, из = z, hp = 1, h; = py hs = 1 (vea el problema 7.7). Entonces, 





dV = (1Хр)1) dp dọ dz = p dp dọ dz 


Esto también puede observarse de manera directa en la figura 7-9a) del problema 7.9. 
b) En coordenadas esféricas, u; = r, из = 0, из = ф, hi = 1, hz = r y h; = rsen 0 (vea el problema 7.8a)). En- 
tonces, 








dV = (IN sen 0) dr 404 = г sen Ө dr 40 do 


Esto también puede observarse directamente en la figura 7-9b). 


c) En coordenadas cilíndricas parabólicas, ир = u, и = v, us = z, hj = Vu? + v?, hh = Vu? + y? y hz = 1 (vea 
el problema 7.8b)). Así, 








dV = (Vid + у?)(Ми? + у?)(1) du dv dz = (и? + v?) du dv dz 


7.11. Obtenga a) los factores de escala y b) el elemento de volumen dV, en coordenadas esféricas achatadas. 


Solución 


a) x = а cosh écos y cos ф, y=acosh &соѕ y sen à, z= а senh ésen y 
dx = —acosh £cos y sen $ d$ — a cosh ésen 7) cos $ dy + a senh £cos y cos $ dé 
dy = a cosh £cos y cos Фф dọ — a cosh ésen y sen ф dy + a senh £cos y sen $ dé 
dz = a senh écos 1) 41) + a cosh ésen 1) dé 


Entonces, 
(ds)? = (ах) + (ау) + (da? = a^ (senk? E + sen? эр(ад? 
+ a? (senh? £ + ser? ndn}? 
+ а? cosh? é cos? «(dy 


yh=h¿= a vsenh? £ + sen? n, hz =h, = a Увеш ¿+ sen? n y йз = hg = acosh 6 cos n. 





5) dV = (a Vsenl? £ + sen? na Меп? £ + sen? 1) (а cosh é cos 1)) dé dn аф 


= @ (senh? £ + ser? т) cosh £ cos n dé dn аф 


7.12. 


7.13. 


7.14. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Encuentre expresiones para los elementos de área en coordenadas curvilíneas ortogonales. 


Solución 
En relación con la figura 7-3, los elementos de área están dados por 


dA, = [5 дизе») х (h3 du3e3)| = h5ha|e» х e3|du> duz = h5ha du» dus 


ya que lez х ез| = lei| = 1. En forma similar: 
dA» = On аще) х (h3 du3e3)| = hiha du; duz 
адз = On аще) х (hz du»e»)| = hih du; du» 


Suponga que ui, из y из son coordenadas curvilíneas ortogonales. Demuestre que el jacobiano de x, y y z con 
respecto de uj, из y из es 


Ox ду д 
дир Ou, ди 
һу, \_ OOxy»z _|дх ду ё 
(2 u», -) т д(и\, U2, u3) E Qu» Qu» Qu» 
Ox ду д 


диз диз диз 


J = hihih 











Solución 


Según el problema 2.38, el determinante dado es igual a: 


Ox. ду, д Ox. ду, д Ox. ду, д 
| Рк |. | Бк) х 1 —ј К 
(ё Ч du; J диц ) (E i бил" диэ ) i (E S диз 1 E диз 


дг дг or 


Әит" duz duz 





= hie; * һе» х hae; 
= hih5hae, ез х ез = h1h2h3 


Si el jacobiano es idénticamente igual a cero, entonces дг/диц, дг/диз, дг/диз son vectores coplanares y la 
transformación coordenada curvilínea falla, es decir, existe una relación entre x, y y z que tiene la forma F(x, y, z) = 0. 
Entonces se debe pedir que el jacobiano sea diferente de cero. 


Evalúe IM (х2 + y? + 22) dx dy dz donde V es una esfera con centro en el origen y radio igual a a. 


Solución 


La integral requerida es igual a ocho veces la integral evaluada sobre la parte de la esfera contenida en el primer 
octante (vea la figura 7-10a)). 


& 
2 


2 +уё+2=а 


dV = ах dy dz 




















a) 
Figura 7-10 


7.15. 
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Entonces, en coordenadas rectangulares, la integral es igual a: 
a Vaz ху? 


s | | | (х2 + y? + 22) dz dy ах 
х=0 y=0 2-0 


pero la evaluación, aunque es posible, es tediosa. Es más fácil utilizar coordenadas esféricas para hacerla. Al cam- 
biar a coordenadas esféricas el integrando, x? + y? + 2?, es sustituido por su equivalente r?, en tanto que el elemento 
de volumen dx dy dz es reemplazado por el elemento de volumen r° sen 0 dr d6 dy (vea el problema 7.10b)). Para 
cubrir la región requerida en el primer octante, se hacen constantes 0 y ф (consulte la figura 7-10b)) y se integra de 
г = 0 ат = a; entonces se hace constante a ф y se integra de Ө = 0 a 7/2; por último se integra con respecto de ф 
de ф = 0a ф = 7/2. Aquí realizamos la integración en el orden r, Ө, ф, aunque puede usarse cualquier otro orden. 
El resultado es: 











1/2 п/2 a 1/2 7/2 a 
8 | | | (т?)(т^веп 0 dr d0 аф) = 8 | | | гвеп 0 dr 40 do 
Ф-0 0-0 r=0 ф=0 0-0 r=0 
1/2 т/2 : 2 8a T/2 1/2 
E | [5e 4644 - — | | sen вав ав 
Papae 5 = Ф-0 6=0 
т/2. 1/2 
8а? | 0 is dó 847 | 4ф 4та 
= — cos = = 
5 9-0 5 5 
ф=0 =0 


Físicamente, la integral representa el momento de inercia де la esfera con respecto del origen, es decir, el 
momento polar de inercia, si la esfera tiene densidad unitaria. 

En general, cuando se transforman integrales múltiples de coordenadas rectangulares a curvilíneas ortogona- 
les, el elemento de volumen ах dy dz es sustituido por h1h2h3 du, du» dus, o su equivalente. 


(2) du, du dus 
ui, U2, U3 


donde J es el jacobiano de la transformación de х, y, z a ui, и, из (vea el problema 7.13). 


Sean иі, из y из las coordenadas generales. Demuestre que дг/диџ, дг/ ди, ðr/ðuz y Vui, Vu, y Vus son 
sistemas de vectores recíprocos. 


Solución 


Se debe demostrar que 


du, 0 sipzq 


9 1 ал, 
r vu, = [à si р= 4 
р 


donde р у q adoptan cualquiera de los valores 1, 2 y 3. Tenemos: 
д 9 


r r 
dr = — du, 4 du 4 d 
т ди\ ia Qu» ic e 








Se multiplica por Vu, +. Entonces, 
д д д 

Уи. dr = du, = (Уи, 2-|4а + (яш — duo + ( Vue = ]dus 
Qui ди ди 


o bien: 
дг дг дг 


Vuj* —=l, Vu. —=0, Vu: — = 0 
Qui ди» диз 


De modo similar, las relaciones restantes se demuestran con la multiplicación por Vu» * y Vus ·. 





PROBLEMAS RESUELTOS 








or дг 
7.16. Demuestre que 


дг 
* — Vu. V V. I 
Qu, дид 5 BAT Е Кл из} 


Solución 


Del problema 7.15, 0r/du,, дг/дио, дг/диз y Vu, Vu», Vus, son sistemas de vectores recíprocos. Entonces, se llega 
al resultado requerido con el problema 2.53c). 
El resultado es equivalente a un teorema sobre los jacobianos para 





Qui ди ди 
Әх dy ӧс 

Т И ES диз диз du = JE un, =) 
Ox ду 95 х, у, 2 
диз диз диз 
Әх ду дс 





х, у, 2 ИІ, U2, U3 
y por tanto J ( y ( ) = 1, con el empleo del resultado del problema 7.13. 
Uui, U2, U3 X, Y, Z 


7.17. Demuestre que el cuadrado del elemento de la longitud de arco en coordenadas curvilíneas generales se pue- 
de expresar con 


3 3 
ds? = ЫН ын 8 pg dup dug 








р=1 q=1 
Solución 
Se tiene que 
д д д 
dr= d du; | 1 du» | 5 duz = Qı ац F 0) du> F 03 duz 
Ju; Qu» Qua 


Entonces 
ds? —dr*dr—a-*o, du; + o * o du; du» + Q1 • Од du; dus 


T Мо" О] du> ац T Q2° Q2 du + Q2° 03 du» dus 








T— ©3 • О] duz du; To Az* A) duz du> + 03 • Q3 dus 


3 
Эг 8pg dup du, 


р-1 4-1 


donde Bpq = Ор" Qq- 

Esta se llama la forma cuadrática fundamental o forma métrica. Las cantidades g,, se denominan coeficientes 
métricos y son simétricos, es decir gj, = 8qp- Si рд = 0, р = q, entonces el sistema de coordenadas es ortogonal. 
En este caso, gii 0, 822 13, 833 13. La forma métrica extendida a un espacio dimensional mayor tiene im- 
portancia fundamental en la teoría de la relatividad (consulte el capítulo 8). 








Gradiente, divergencia y rotacional en coordenadas ortogonales 


7.18. Obtenga una expresión para VO en coordenadas curvilíneas ortogonales. 





Solución 
Sea VO = fie; + fe; + fez, donde deben encontrarse fi, f2 y f3. Como 
or Jr дг 
аг = du, 4 ар + а 
5 ди “ диэ ес диз “з 


= hie; ац + h2€> du» T hae; dua 


7.19. 


7.20. 


7.21. 
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se tiene 
dd = ҰФ · дг = hifi du; + hf, du» + Рај dua (1) 
Pero 
odo д 
dd = — du, 4 du» + З dua 
ди дих диз (2) 


Al igualar las ecuaciones (1) у (2), 


1 Ф 1 Ф 1 Ф 


1 = —— 


7 hy ðu’? fa ^h дил y $ ^h диз 





Entonces, 


vo - €! oo | e, Ф e; oo 
hi Qui m Qu» ha Qua 





Esto indica la equivalencia del operador 


е д ед ед 


hı Qu, i h Qu» | h3 диз 








que se reduce a la expresión usual рага el operador V en coordenadas rectangulares. 


Sean ui, из y uz coordenadas ortogonales. a) Demuestre que |Vuj| = h,*, p = 1, 2, 3. b) Demuestre que 
e, = Е. 
Solución 


a) Sea Ф = u; del problema 7.18. Entonces Vu, = ej/h, y así [Vun] = lei/hi -h, puesto que le = 1. De ma- 
nera similar, al tener Ф = и y us, Vu =h! y Ун = руі, 





V 
b) Por definición, E, = mr Del inciso a), podemos escribirlo E, = A; Vu, = e, y el resultado se demuestra. 
ир 


Demuestre e; = h2h3Vuz x Vus con ecuaciones similares para e; y ez donde ui, из y uz son coordenadas orto- 
gonales. 


Solución 
Del problema 7.19, " ë е 
Уш =, Ую=— Vu, = 2. 
es i К-ды, 3 АБ 
Entonces 
Vu» х Vuz = эмэ = ELLE y ei = h2h3 Vu» х Миз. 





De manera similar, 
e) = Аз Миз х Vu; y ез = hih Vu: х Ми». 
Demuestre que en coordenadas ortogonales, 


1 д 
a) У (Ае) = — — — (Ayohi) 





hı hhz ди 
EE E бу 2 ана 
P? Аар диз ын hıh 9u5 ын. 


con resultados similares para los vectores А26» y Азез. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Solución 
a) Del problema 7.20, 
У. (Ае) = У. (AiAh5 ha Миз x Миз) 
= V(A¡h>h3) Е Vu» x Vus +A¡h2h3V * (Ми» х Миз) 


= V(A¡h2h3) + — *5 е 0 = V(Aihoh3) * 
h2h3 


ej ез €i 
Ahh A¡h>h ——-(A ¡hh .— 
=[ зе (Aih „+ 2 12 Eat 12 28 hls 


1 
hh 
= hoha д Lä 1/2h3) 


b) Vx (Ате!) =Vx (АЛ, Vui) 
= V(A¡h1) x Vu; +A¡h¡V x Vu; 


= V(A1h1) хя +0 











е 
-ЇЕи МАША A A A DIE 
eo ез 
Ajh 
Oh и» 2 d 171) гээ 171) 


7.22. Exprese div A = V - A en coordenadas ortogonales. 
Solución 
V* A = У. (Дуе +Азе + Азез) = V * (Ayer) + V - (42€2) + V * (Азез) 


1 9 
= >| (Ай A3h Azhıh 
ER 172 з) + = x aha hts x 3 »| 


con el resultado del problema 7.21a). 
7.23. Exprese rot A = V x A en coordenadas ortogonales. 


Solución 


Vx A = V x (Ае + A262 e = V x (Ауе) + V x (42e2) + V x (Ase3) 


ез €i 




















zo Za 1hı) Filo Өй A hi)4 7 5 m 9 (4.52) ТЕС 9 Ash) 
| Du Za shs) ЭЭ D (43h3) 

las (A3h3) Эн OIE EA E (41h1) M 
AM (42M) та ат) 


соп el problema 7.215). Esto puede escribirse 


Аер Ае hae; 

1 д д д 
hih2h3 | ди Qu» Qua 
А1 Am Azh3 


VxA= 





7.24. 


7.25. 
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Exprese V^y en coordenadas curvilíneas ortogonales. 


Solución 
Del problema 7.18, 


ед е ду ез ду 
hi ди j ha Qu» i ha диз ` 


дй ‚Ао = шор ‚ Аз = 1 дф y por el problema 7.22, 
hi ди hz Qu» ha диз 





уф = 


Si А = Vy, entonces A; = 








У.А = V. Vy — Vy 
21 9 (тһ QN Ə (тт Өү д (hh др 
E hih5ha Qui hı ди | Ou» ha Qu» | диз ha диз 


Use la definición de integral 





divA=V-+A= Jm a 
yo AV 


(vea el problema 6.19) para expresar V - A en coordenadas curvilíneas ortogonales. 


Solución 


Considere el elemento de volumen AV (vea la figura 7-11) cuyas aristas son Л Ли], һә Лиз y ha Лиз. 
Sea A = A,e, + A5e + Азез y sean la normal unitaria hacia fuera de la superficie AS de AV. En la cara JKLP, 
n = —e;. Entonces, aproximadamente, tenemos que: 


[fa e ndS = (А + n en el punto P) (área de JKLP) 

JKLP 
= [(Aiei + Ахе + A363) • (—e1)1017h3 Aus Диз) 
= —A¡h>2h3 Au Auz 


En la cara EFGH, la integral de superficie es 


д 
A1h>h3 Nu» Диз + эц, Arhohs Ди Диз) Ди 
ui 


diferente en infinitésimos de orden mayor que Au; Auz Aus. Entonces, la contribución neta de estas dos caras a la 
integral de superficie es: 


д д 
== (Aio h3 Ди Диз) Ди = ——(A¡h2h3) Au; Ди Диз 
ди du; 


La contribución de las seis caras de AV es 


eS (A1h2h3) inum (Al hz) + E Ash 2) Au, Au» Aus 


Se divide esto entre el volumen hıhzhz Au, Au» Лиз, y se obtiene el límite cuando Ли, Au» y Aus tienden a cero, y 
se llega a: 


1 
div A = V. A = ——- a haha) + = Aa yA CA №) 
hih>h; 


Observe que se habría obtenido el mismo resultado si se hubiera elegido el elemento de volumen AV de modo 
que P estuviera en su centro. En este caso, el cálculo se haría en forma análoga al que se siguió en el problema 4.21. 


PROBLEMAS RESUELTOS 








Figura 7-11 Figura 7-12 


7.26. Utilice la definición de integral 


$ A+ dr 
(rotA)-n=(VxA)-n= lím “2 — 


(consulte el problema 6.35) para expresar V x A en coordenadas curvilíneas ortogonales. 


Solución 


Primero calcularemos (rot А). еј. Para ello, consideremos la superficie 5; normal a e; en P, como se ilustra en la 
figura 7-12. La frontera de S; se denotará con Cj. Sea A = Ае + Азе + Азез. Tenemos: 


ја а= Je Je | А-а [Avar 
[on PQ OL LM MP 
Se cumplen las aproximaciones siguientes: 
| A * dr = (A en Р): (fo Au2e2) (1) 


PQ 
= (Ае! + Але» + Азез) * (^5 Дие) = AM Ди» 


Entonces 
д 
| А · аг = A2h> Am + эц, (4270 Au») Auz 
i 
ML A 
o bien 
д 
| A+ аг = —A3h» Ди = э, Viam Au») Auz (2) 
из 
LM 


De manera similar, 


| A+ dr = (Aen Р): (Аз Лизез) = Az3h3 Auz 
PM 


| A+ dr = —A3hz Auz (3) 
MP 
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д 

| A+ dr = A3h3 Auz + Эрх, (A3h3 Auz) Au» (4) 
и? 

OL 


Al sumar (1), (2), (3) y (4), se tiene 
д 9 
f A* dr = —-(43h3 Auz) Au E — (Ash Au») Диз 
Qu» Qua 
Ci 


9 д 
= | — (Asl) — — (Aoh2) | Au Aus 
Qu» диз 


que difiere en infinitésimos de orden mayor que ЛизЛиз. 
Se divide entre el área de S; igual a h2h3 AuzAuz y se obtiene el límite cuando Au» y Лиз tienden a cero, 





9 9 
(rot A) е = [= (Ash3) Эп» Ash] 


hhz 


De manera similar, al elegir áreas 55 y $5 perpendiculares a e, y ez en P, respectivamente, se encuentra (rot A) , e, 
y (rot A) · ez. Esto lleva al resultado requerido: 


е д д 
= Ash A3h 
rot A юН EX 3/3) эс 2 »| 








u 


NS 
hah, | диз - Qu, ыг 





ез д д 
A3h Ah 
la EX 2h2) ou; 1 o] 


h 1€1 Ге? h3e3 

1 д д д 
Ж hih>h3 du; Qu» Qua 
hA; MA, hzA3 








El resultado también hubiera podido obtenerse соп la elección de P como el centro del área S¡; entonces, el 
cálculo se habría hecho como en el problema 6.36. 


7.27. Exprese en coordenadas cilíndricas las cantidades: a) Vb, b)V-+A, c)VxA y Я) УФ. 


Solución 


Para coordenadas cilíndricas (p, ф, 2), 








цэр, иу=ф y иг €j—ej е = ер у е = е; 
y 
h=h,=1, == р y h=h,=1 
1 9Ф 1 9Ф 1 9Ф 
a) УФ= e; d ? ез +4 





hU 5 Jede dus 

18b — 180b — 130 
“Эрэ оаа 
b. 100 Ob 

др Рт рдф ИШЕ? 








ez 
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bi yea] Ё nAn imana (0043) 
hoha: dm 21341 Р 37142 ous 1/7243 


© (DXpX D | áp ф 


VET Mos d 
х [> (РА) + dé nd Žim] 


1 
Е (DAS) + (DAS) + » (wn) 


donde A = Ауе + Age; + Ауез, es decir, Ау = Ap, Аз = Ag y Az = Ас 





һе, he, hae; ep реф € 
1 9 9 9 119 9 9 
с) УХА = = 
hih>h3 диц Ou» диз р др дФ Oz 
hiA, Л2А2 РзАз А, рАф А, 





z. дА, 9 (ол) + дА, дА, + (2 6да 7926 
“plag az AP ou ИЙ \әр“ ®_ аф)“ 


d) yo -= 1 È (= 2) t д (= s.) à д ES a) | 
hih2h3 | du4 V hy ди ðu NV А5 Ou» диз NV Аз диз 
е1 E (Am, 9 (о) 2 (Que) 
DADL (D a) әф\ p a$) aa) a 
19 / Ф 12Ф o 
Ордо (» 2 о? od? o2 











7.28. Exprese: a) V x A y b) V?y en coordenadas esféricas. 


Solución 





Aquí, ui Г, Un 0y из ф; е е. , е eo y ез еф hı h, 1, ho ho ry hz hg r sen 0. 








Аер he, hie; e, reg rsen0es 
1 д ð ð 1 ð ð ð 
a) VxA= = 
hih2h3 | ди диз диз (1)(7)(ғ ѕеп 0)! ðr 90 дф 
hiA, h3A5 h3A3 A, rAÁg rsen 0A, 


1 д д 
Бэх A4) — —(rA 0) le, 
кр [уре 0) SS »} 





дА, ð д дА, 
Ч 2ф = ахад Ag) re + нел = a prse d 


b) Vy _ 1 9 (mh; дф B 9 (hah, Әү * 9 (him dy 
hih2hz ди hi ди Ou» m Ou» диз ha диз 
_ 1 9 ((т)(т sen Ө) dy E ð f(rsen0)(1)oy РА д (Ar) dy 
(DOC sen Ө) E ( (1) 3 90 ( r 5) 9Ф ( c5) 
ЛЭ. a (9Фү д oy 1 Oy 
r? ѕеп Ө [seno ðr ( x) B 90 (seno 3 Ў | 


19/04 1 à dy 1 y 
- + + 
rr ( x) г? sen 090 (sen 2 90 r? se 0 Әф? 
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7.29. Escriba la ecuación de Laplace en coordenadas cilíndricas parabólicas. 


Solución 
Del problema 7.8b), 


Hj =u, W =v. y из =Z; h = Ми? +v, № = ми +у y h=1 


2 1 Гару à (UN afa, „дф 
УАШ и? + у? E 8 de dv 6 t д2 (v дА r4] 
1 (23825) 9v 


u? +v? (ðu? ду? oz? 


Entonces, 








la ecuación de Laplace es V?4 = 0 o bien 
y р 


2 2 
99 LS a+?) 


ат 
ðu? ду? oz? 


7.30. Exprese la ecuación de conducción del calor, 20/0: = kV?*U, en coordenadas cilíndricas elípticas. 


Solución 
En este caso, uy = u, и = v y u3 = z; hi = Mm avsenh?u + sen? v y h; = 1. Entonces, 


1 ð (90 ð (90 9 JU 
үд = 2 > + + a^ (senh? u + sen? v) — 
a? (senh* u + ѕеп у) | du V du ду \ ду Oz Oz 


1 U oU " U 
ди2 ду? oz? 














a? (senh?u + sen?y) 
y la ecuación de conducción del calor es 


ðU | 1 E zl E 
=к 
a^(senlfu + sen?v) | ди2 ду? oz? 





Coordenadas curvilíneas de superficie 


7.31. Demuestre que el cuadrado del elemento de longitud de arco sobre la superficie r — r(u, v) puede escribirse 





así 
ds? = Ed) +2F dudv + Сау” 
Solución 
Se tiene 
or or 
dr = — du + —dv 
du ðv 
Por tanto 
ds? = dr + dr 
дг ð дг ð дг ð 
жй Td +2 А P dudes . та? 
ди ди ди ду ду ду 


= E du? +2F du dv + Сар? 
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7.32. Demuestre que el elemento de área de la superficie r = r(u, v) está dado por 


dS = NEG — F? du dv 


Solución 


El elemento de superficie está dado por 


dS — E y x шит - dudv = die OE . 2292 du dv 
ди ðv ðu ðv ди ду 


La cantidad bajo el radical es igual a lo siguiente (vea el problema 2.48): 


дг дгү(дг or дг дгү(дг дг 2 
. . . . == ЕС Е 
ди ðuj\ðv ðv ди ðvj/\ðv ди 


de donde se obtiene el resultado. 














ди ðv 





Problemas varios sobre coordenadas generales 


7.33. Ѕеа A un vector definido dado con respecto de dos sistemas de coordenadas curvilíneas generales (ил, и, из) 
y (i, 12, из). Encuentre la relación entre las componentes contravariantes del vector en los dos sistemas de 
coordenadas. 


Solución 


Suponga que las ecuaciones de transformación de un sistema rectangular (x, у, z) a los sistemas (uj, u2, из) y 
(Ui, Ир, из) están dadas рог: 


x= x1(41, мо, из), y = yı(u1, 42, из), Z= zi, uo, из) (D 
x = хо(и\, 4o, Из), у= yo(tt, Uo, Из), Z= (И, Uo, Из) 


Entonces existe una transformación directamente del sistema (ui, и, из) al sistema (її, Ир, из) definida por: 


ир = uiu, W2, Из), иә =U42(U1, Uo, Ws) у из = usi, и, из) Q) 


y ala inversa. De la ecuación (1), 

















дг дг дг 
dr = ац ын duz + duz =Q] ац + 0) du» + оз duz 
ди ди? диз 
Or |— Or |— or 
dr — —du; + —du» + —d uz = а du, + e du» + оз dus 
ди OU» диз 
Entonces 
о du; + оо du» + оз duz = а du, + оо dir + оз dua (3) 


De la ecuación (2), 














ди ди ди 

du; = 2 du; ын - du + 1 dii; 
Ou OU» из 
ди ди ди 

du» 2 du; T - du» + - dua 
Oui OU» 9 
ди ди ди 

dus 2 du; + 22 du» t 2 айз 
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Al sustituir en la ecuación (3) e igualar los coeficientes de dui, du, y диз en ambos lados encontramos que: 
































a a Qu, х Qu» & Qua 
E ди 2 Qui, : du; 
E ди\ Qu» Qua 
= 4 
05 = 0] d 0) ди» Q3 Әй» (4) 
a a Qui à Qu» « Qua 
qvis диз 5 диз > диз 


Ahora es posible expresar A en los dos sistemas de coordenadas: 
A = Cia + Ca + Сзоз y А = Cia, + Сә + C305 (5) 


donde С, C» y C3 y Ci, C; y С; son las componentes contravariantes de А en los dos sistemas. Al sustituir la 
ecuación (4) en la (5), 










































































Cia + Соо + C305 = Са + C202 + C305 
ди : Qui А диц А Qu» Qu» А Qu» 
z (c Ju; | ©» 2 C3 "E (c д 1 | a OU» Cs E 
диз диз диз 
HIC FC HC 
( | Ju; : Ou» s es 
Entonces 
C C ди C ди С ди 
ус! д 1 5 OU» à диз 
С C Qu» C Qu» C Qu» 6 
эж ! Qu 2 диз 3 диз ( ) 
диз диз диз 
Сз = С С С 
3 : дп 2 ди» Е диз 
о, en notación abreviada, 
ди, ди, ди, 
= | | = 1,2, 
© a Ou, C2 duz C3 дйз Р x 0) 
y, en forma aún más abreviada, 
2 Qu 
C c С. -1,2, 
к= Саа P 3 (8) 
4-1 4 
De modo similar, al intercambiar las coordenadas vemos que 
суа 9 1.28 (9) 
т а=! “ди, E 


Los resultados anteriores llevan a adoptar la definición siguiente. Si tres cantidades, Cj, Сх y Сз de un sistema 
de coordenadas (u1, u2, из) se relacionan con otras tres cantidades, Су, С y С; de otro sistema de coordenadas, 
(ui, u2, из) por las ecuaciones de transformación (6), (7), (8) o (9), entonces las cantidades se llaman componentes 
de un vector contravariante o tensor contravariante de primer rango. 


7.34. Resuelva el problema 7.33 para las componentes covariantes de A. 


Solución 


Escriba las componentes covariantes de A en los sistemas (uj, иә, из) y (и\, иә, из), COMO С], Со, сз Y Су, ©, Сз, 
respectivamente. Entonces: 








A = ci Vui | co Vu» | c3Vuz = Vi | C2 Vu» | C3 Viu (1) 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Ahora, como й = Uy (41, 42, из) con p = 1,2, 3, 





ди, _ дир du; Ju, duz du, диз 
дх Ou; Ox ди Ox диз Ox 








ди, _ Up du; du, диз + ди, диз 









































p=1,2,3 
dy ди dy ди ду диз ду 
ди, _ дир дип дир Ou» дир диз 
Oz Ou; Oz Ou» Oz диз Oz 
Asimismo, 
ди ди ди 
cı Vui | С2 Vu» | сзМиз ={ Сі : Fco : F ca s 1 
дх дх дх 
ди] Qu» Qua E диц Qu» Qua 
+ {с Fc tc Elec +c Fc k 
(oa Ae (o Pe 5 0 8 
y 
911 Ou» диз 
Cip ui + copus t cp us “| ci C2 3 
дх дх 
— д _ OH) . ON. (_ ди Ou Ou 
+ {с + сә + сз ) (с! + сә + сз k 
ду ду ду az az дс 
Al igualar coeficientes de i, j у К en las ecuaciones (3) y (4), 
9 9 д 9 9 9 
СІ | + сә Е + сз 8 Ci m + а. з 
дх дх дх дх дх дх 
ди ди» диз Oui Ol, диз 
Сі + сә + сз 1 F C2 3 
dy ду ду ду ду ду 
ди Ou» диз Oui OU» диз 
СІ + сә + сз C1 С» 3 
Oz Oz д2 Oz Oz Oz 


Al sustituir las ecuaciones (2) con p = 1, 2, 3, en cualquiera de las ecuaciones (5), e igualar los coeficientes de 


ди дил диз ди\ диз диз ди} Qu» диз 
9х ° 9х’ ах’ ду ду ду бе 9) Oz 





en cada lado, se encuentra que 














Ра ди Ou» E диз 
Ср =C] 2 C3 
ди ди du; 
_ дй] Ou» диз 
С =C] 2 3 
ди? диз Qu» 
ТА дй Ou» диз 
Сз =C] 2 3 
диз диз диз 
que puede escribirse como 
28 ди Ou» диз 
Cp =C1 2 3 p=1,2,3 
| ди ди ди 
р р р 
о bien, 
3 Ems 
ди, 


Г 





(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 
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Del mismo modo, puede demostrarse que: 


>=} р=1,2,3 





(9) 


Los resultados anteriores nos llevan a adoptar la definición siguiente. Si tres cantidades сі, c2, сз de un sistema 
de coordenadas (ui, и», из) están relacionadas con otras tres cantidades, ci, Со, сз de otro sistema de coordenadas 
(1, u2, из) por las ecuaciones de transformación (6), (7), (8) o (9), entonces las cantidades se llaman componentes 


de un vector covariante, o bien tensor covariante del primer rango. 


A] generalizar los conceptos de este problema y del 7.33 a espacios de dimensión mayor, y con la generaliza- 
ción del concepto de vector, llegamos al análisis tensorial, que se estudia en el capítulo 8. En el proceso de gene- 
ralización es conveniente usar una notación concisa a fin de expresar las ideas fundamentales en forma breve. Sin 
embargo, debe recordarse que a pesar de la notación que se emplee, las ideas básicas que se tratan en el capítulo 8 


están estrechamente relacionadas con las que se analizan en éste. 


7.35. a) Demuestre que en coordenadas generales (u1, u», из), 








8 = |821 822 823|= 


811 812 813 E дг a] 
831 832 833 


. x 
ди Qu» Qua 
donde g,, son los coeficientes de du, du, en ds? (vea el problema 7.17). 


b) Demuestre que el elemento de volumen en coordenadas generales es ,/g du, du» dua. 


Solución 


a) Del problema 7.17, 
or дг dx dx | ду dy , Oz Oz 
дир дид ES ди, дид | ди, дид | ди, дид 





8 pg = Qp * Qq = р,д= 1,2,3 


Entonces, con el uso del teorema siguiente sobre multiplicación de determinantes, 











а 45 аз Aj В, С, аА аА» азАз а1В, a5B5 азВз aC; a5 C5 
bi ba b3 A2 B2 C5 = РА} РА? РзАз РВ! РВ b3B3 АС b5C5 



































СІ C2 C3 Az B3 Сз СТА} C2À2 сзАз cıBı c2B2 сзВз c1Ci c5 C5 
se tiene que 


Ox ду oz |2 
du Ou, ди 
E LE. xy дх ду дг 

du, диз дил 
Ox ду Oz 
диз диз диз 
Ox ду 9 || дх əx Ox 
ч Є P po Hs P gn 812 813 
Е диз du, ди || ди диз диз = 821.822. 823 
Ox ду д: || əz 9: 95 $31 832 833 
диз диз 9из1!|дир диз диз 




















b) El elemento de volumen está dado por 


дг дг дг 
dV = || — di * | — di — di = 
Gs m) (s. m) x (s. i) 


= „gdu du» dus para la parte a). 


or дг дг 
— o — X — 


du, du d 
Qu, Qu» диз ed 














azC; 
b3C3 
сзСз 


(0 


Observe que ,/g es el valor absoluto del jacobiano de x, у y z, con respecto de u1, u2 y из (vea el problema 7.13). 


7.36. 


7.37. 
7.38. 


7.39. 


7.40. 


7.41. 


7.42. 


7.43. 
7.44. 
7.45. 


7.46. 
7.47. 
7.48. 


7.49. 
7.50. 
7.51. 
7.52. 


7.53. 


7.54. 


7.55. 


7.56. 


7.57. 


PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


Describa y dibuje las superficies y curvas coordenadas para a) cilíndricas elípticas, b) bipolares y c) cilíndri- 
cas parabólicas. 


Determine la transformación de coordenadas a) esféricas a rectangulares y b) esféricas a cilíndricas. 


Exprese cada uno de los siguientes lugares geométricos en coordenadas esféricas: a) la esfera x? + y? + 2 = 
9, b) el cono 22 = 3(2 + у”), с) el paraboloide z = x? + у”, d) el plano z = 0 y e) el plano y = x. 


Suponga que p, ф, z son coordenadas cilíndricas. Describa cada uno de los lugares geométricos siguientes y 
escriba la ecuación respectiva en coordenadas rectangulares: a) p = 4y z = 0, b) p = 4, с) p = 11/2y d) ф--7/3 
yz=1. 








Suponga que u, v y z son coordenadas cilíndricas elípticas, donde a = 4. Describa cada uno de los lugares 
geo-métricos siguientes, y escriba la ecuación para cada uno en coordenadas rectangulares: 
ayv=7/4,bu=0y2=0,c)u=In2yz=2yd)v=0yz=0. 








Suponga que u, v y z son coordenadas cilíndricas parabólicas. Grafique las curvas o regiones descritas por 
cada una de las siguientes: a)u=2yz=0,b)v=1y2=2,c)1=<u=2,2=v<3yz2=0yd)1<u<2, 
2<v<3y2=0. 








a) Encuentre los vectores unitarios e,, eg y ej de un sistema de coordenadas esféricas en términos de i, | y К. 
b) Resuelva para i, j у k en términos de e,, e, y eg. 


Represente el vector A = 2yi — zj + 3xk en coordenadas esféricas y determine А„ Ayy Aj. 
Pruebe que un sistema de coordenadas esféricas es ortogonal. 


Demuestre que son ortogonales los sistemas de coordenadas a) cilíndricas parabólicas, b) cilíndricas elípticas 
y c) esferoidales achatadas. 


Haga la demostración de que ё, = бев +sen 0 des. ey = —0e, + cos Өфеџ, еф = — sen Ө фе, — cos 0 фео. 
Exprese la velocidad v y la aceleración a de una partícula en coordenadas esféricas. 


Determine el cuadrado del elemento de longitud de arco y los factores de escala correspondientes en coorde- 
nadas: a) paraboloides, 5) cilíndricas elípticas y c) esferoidales achatadas. 


Encuentre el elemento de volumen dV en coordenadas: a) paraboloides, b) cilíndricas elípticas y c) bipolares. 
Encuentre a) los factores de escala y b) el elemento de volumen dV para coordenadas esferoidales alargadas. 
Obtenga expresiones para los factores de escala en coordenadas: a) elipsoidales y b) bipolares. 


Determine los elementos de área de un elemento de volumen en coordenadas: a) cilíndricas, 5) esféricas y c) 
paraboloides. 


Pruebe que una condición necesaria y suficiente para que un sistema de coordenadas curvilíneas sea ortogo- 
nal es que g,, = O para p F q. 
Х, у, 


Encuentre el jacobiano J 
Uui, U2, ИЗ 


) para coordenadas: a) cilíndricas, b) esféricas, c) cilíndricas parabólicas, 


d) cilíndricas elípticas y e) esféricas alargadas. 





Evalúe fff, vx + y? dx dy dz, donde V es la región acotada por z = х? + y? y z = 8 — (1? + у”). Sugerencia: 
Use coordenadas cilíndricas. 


Encuentre el volumen de la más pequeña de las dos regiones limitadas por la esfera x? + y? + 2 = 16 y el 
cono 2 = x? + у. 


Use coordenadas esféricas para calcular el volumen de la más chica de las dos regiones acotadas por una 
esfera de radio a y un plano que la interseca a una distancia / a partir de su centro. 
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7.59. 


7.60. 


7.61. 


7.62. 
7.63. 
7.64. 
7.65. 
7.66. 
7.67. 


7.68. 
7.69. 


7.70. 
7.71. 
7.72. 


7.73. 


7.74. 


7.75. 


7.76. 
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a) Describa las superficies coordenadas y curvas coordenadas para el sistema: 


xi — y? = 2u, cos m1, Xy = ц sen u» y Z = из 
: : х,у, 2 : 
b) Demuestre que el sistema es ortogonal. с) Determine J (=) para el sistema. d) Demuestre que 
Иү, U2, ИЗ 


u; у из están relacionados con las coordenadas cilíndricas p y ф, y determine la relación. 





Encuentre el momento de inercia de la región limitada por x? — у? = 2, 0? — у? — 4, xy = 1, ху =2,z= 1y 
z = 3, con respecto del eje z, si la densidad es constante e igual а к. Sugerencia: Haga x? – y? = 2и, 
Xy = у. 


Determine дг/диџ, 9к/дио, дг/диз, Vui, Vu», Vus en coordenadas: а) cilíndricas, b) esféricas y c) cilíndricas 
parabólicas. Demuestre que para estos sistemas, e; = Ej, e; = E, y es = Es. 





Dada la transformación de coordenadas и = xy, 2u; = x? + y? y us = z. a) Demuestre que el sistema de coorde- 


SL c) Calcule ds?. 


nadas no es ortogonal. b) Obtenga J (2 "UO 
Obtenga VO, div A y rot A, en coordenadas cilíndricas parabólicas. 

Exprese a) Vy y b) V : A, en coordenadas esféricas. 

Encuentre V?y en coordenadas esferoidales achatadas. 

Escriba la ecuación (920/91?) + (920 /0y?) = Ф en coordenadas cilíndricas elípticas. 


Exprese la ecuación de Maxwell, V x E = — (1/c)(0H/8f), en coordenadas esferoidales alargadas. 


Escriba la ecuación de Schroedinger de la mecánica cuántica, V?y + (8 т2т/А2)[Е — V(x, y, д] = 0, en 
coordenadas cilíndricas parabólicas, donde m, h y E son constantes. 


Escriba la ecuación de Laplace en coordenadas paraboloides. 


Exprese la ecuación del calor, 0U/0t = kV?U, en coordenadas esféricas si U es independiente de: a) ф, b) Фу 0 
c)rytyd) ф, 6 yr. 
Encuentre el elemento de longitud de arco sobre una esfera de radio igual a a. 


Demuestre que en cualquier sistema de coordenadas curvilíneas ortogonales, div rot A = 0 y rot grad Ф = 0. 


Demuestre que el área de una región dada, R, de la superficie r = r(u, v) es ff pv EG — Р? du dv. Use esto para 
determinar el área de la superficie de una esfera. 


Demuestre que un vector de longitud p, que es normal en todas partes a la superficie r — r(u, v), está 
dado por 


du 


гд 
А р(х) Уват 


а) Describa la transformación plana х = x(u, у) уу = у(и, у). 
b) ¿En qué condiciones serán ortogonales las rectas coordenadas и y у? 


Sean (x, y) las coordenadas de un punto P en un plano rectangular xy, y (u, v) las de un punto Q en un plano 
rectangular uv. Si x — x(u, v) y y — y(u, v), decimos que hay una correspondencia o mapeo entre los puntos 
Py Q. 

d) Six = 2и + vy y = u— 2v, demuestre que las rectas en el plano xy corresponden a rectas en el plano uv. 
b) ¿A qué corresponde el cuadrado limitado por x = 0, x = 5, y = Оуу = 5, en el plano uv? 








c) Calcule el jacobiano J E 5 
И, 





) y demuestre que esto se relaciona con las razones de las áreas del cuadrado 


2 


y su imagen en el plano uv. 


Sea x = (1? — у?) e y = uv. Determine la imagen (o imágenes) en el plano uv de un cuadrado acotado por 
x=0,x=1,y=0ey= 1, en el plano xy. 








RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS «€ 


7.77. Demuestre que bajo condiciones apropiadas para F y G, 


| | eS FG)G(y) dx dy = | e" | | F(u)G(t — u) du | dt 
00 0 


0 


Sugerencia: Use la transformación x + y = t y x — v, del plano xy al plano vt. El resultado es importante en 
la teoría de la transformada de Laplace. 





778. a) Ѕеах = Зи + u — us, y = щ + 2u + 2u y z = 2щ — u — из. Encuentre el volumen del cubo limitado 
por x = 0, x = 15, y = 0, y = 10,z = 0 y z = 5, y la imagen de este cubo en el sistema de coordenadas 
rectangulares uuu3. 

b) Relacione la razón de estos volúmenes con el jacobiano de la transformación. 








7.79. Sean (x, y, z) y (ui, из, из) las coordenadas rectangulares y curvilíneas de un punto, respectivamente. 
a) Six = Зи + u — us, y = щ + 2u + 2u3 y z = 2щ — из — us, ¿es ortogonal el sistema u¡uzuz? 
b) Encuentre ds? y g para dicho sistema. 
c) ¿Cuál es la relación entre este problema y el anterior? 





Ax, y, 2) 
д(и\, Un, из) 





7.80. Sean x= uf +2, y = ш +u y z = из — uj. Encuentre: а) g y Б) el jacobiano J = 
que Р = g. 


RESPUESTAS А LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


7.36. a) u= суу = c son cilindros elíptico e hiperbólico, respectivamente, con sus ejes z en común. 2 = сз, 

que son planos. Consulte la figura 7-7. 

b) u= суу = c son cilindros circulares cuyas intersecciones con el plano xy son círculos con centros en 
los ejes y y x, respectivamente, y que se intersecan en ángulos rectos. Los cilindros и = c, pasan todos 
por los puntos (—a, 0, 0) y (a, 0, 0). z = c3 son planos. Vea la figura 7-8. 

c) u= сууу = c son cilindros parabólicos cuyos trazos sobre el plano xy son parábolas coaxiales mutua- 
mente perpendiculares que se intersecan, con vértices sobre el eje x pero en lados opuestos del origen. z 
— cs son planos. Vea la figura 7-6. 
Las curvas coordenadas son las intersecciones de las superficies coordenadas. 


ESTERO 
7.37. a) г= үх? +у? + 22, 0 = arc tan 21 y $= arc tan? 
2 х 


b) к= ур + 2, 0 = arc an^ yd 4. 


Compruebe 








7.38. a) r=3. 
b): Ө=т/6. 
c) rsen? 0 = cos Ө. 
d) 0= 7/2. 


e) El plano у = x está integrado por dos semiplanos ф = 7/4 y ф = 57/4. 


7.39. a) Circunferencia en el plano xy x? + y? = 16, = 0. 
b) Cilindro x? + y? = 16 cuyo eje coincide con el eje z. 
c) El plano yz, donde y = 0. 
d) La línea recta y = V3x y z = 1, donde x = 0e y = 0. 


7.40. a) Cilindro hiperbólico x? — y? = 8. 
b) Recta que une los puntos (—4, 0, 0) y (4, 0, 0), es decir, x = т, y = 0 y z = 0, donde -4=1=<4, 
2 2 
c) Elipse 5 + га = 1,4 = 2. d) La porción del eje x definida porx=4,y=0yz=0. 
7.41. a) Parábola y? = 8(x — 2) y z = 0. b) Parábola y? = 2x + 1 yz = 2. c) Región del plano xy acotada por las 


parábolas y? = —2(x — 1/2), y? = —8(х — 2), y? = 8(x + 2) e y? = 18(x + 9/2) incluyendo la frontera. 
d) Igual que el inciso c), pero sin la frontera. 
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7.42. a) е, = sen 0cos фі + sen Osen dj + cos 0k, ев = cos 0cos фі + cos Ө sen фј — sen 6k 
es = — sen фі + cos 0). 
b) i= sen 0cos фе, + cos 0cos фе, — sen des, ј = sen Өзеп qe, + cos Өѕеп фе, + cos deg 
k = cos де, — sen дер. 





7.43. А = A,e, + Ages + Ages donde 
А, = 2r sen? Ө sen $ cos ф — r sen Өсов 8 sen ф + 3r sen 0cos 0cos ф 
Ap = 2r sen Ө соѕ Osen $ cos ф — r cos? 0sen ф — 3r sen? 0cos ф 


Аф = —2r sen 0 sen? ф — r cos 0cos ф. 


7.47. v = we, + vgeg + уфеф donde v, =r, vo = rò y v = r senüj 


а = ae, + ageg + ages donde a, = F — rẹ? — rsen? өф? 


ld 3, . 
ag = —— (720) — rsen6 cos Өф? y 
r dt 


DOW. ЭЭ 
шан ге хаг 





7.48. а) ds = (и? + vd? + dy?) + и?у? dd, hy = h, = Vu? + v? y hg = uv. 
b) ds? = а (за u + sem v)(di? + dv?) + 42, h, = h, = avsenh?u + sev yh, = 1. 
с) ds = a^ (senk? é + se (dË + dm?) + a? cosh? ё cos? n 4ф?, 


hg = h = aVsenh? é + sen? n y hg = acosh ё cos n. 





a? du dv dz 


7.49. a) uv? v?) du dv do, b) а2(зе и + sev) dudvdz y c) —— — — — —5. 
(cosh v — cos u) 


7.50. a) h¿=h, = avsenh? £ + se ny he = asenhé senn. 
D) а(ѕепһ2 + ѕеп2 тр) senh£ senn dé d аф. 

7.52. a) рараф, рафах у арас, b) гвеп04гаф, r?sen0 40 4ф y rdrd0 y 
с) (и? +v2)du dv, uvvu? + у? ди аф y uvv +v? dv аф. 


7.54. a)p, b) т?зепб, с) и +v, d) a (senh? и + ѕеп v) y е) a( senh? & + sen? т) senh ¿sen 1) 


2 4т(2 — 4/2 
7.55. a) 261 7.56. эне уз 7.57. 304 — За?һ +10) 758. с) Ld)u =} yu = 2ф 
7.59. a) 2k 

дг 2 : xi+yj А А 
7.60. a) — = соѕфі + ѕепф j, V, = === = cos фі + send ј, 

) эр $ Ф) EIC Ф Ф) 
д — i + i 9 
O pi +pcosġ j, V= Eno cospi. "=k y У,-КЮ 





ap p 9: 
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9 
5) z = 8600 cos фі + senf ѕепфј + cos Ok 
r 


9 
26 —rcos0 cos фі +rcos Ө ѕепфј — rsenOk 


дг 

дф 
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Análisis tensorial 


8.1 INTRODUCCIÓN 


Las leyes físicas, si han de ser válidas, deben ser independientes de cualquier sistema de coordenadas que se utilice 
para describirlas matemáticamente. Un estudio de las consecuencias de este requerimiento lleva al análisis tensorial, 
que es de gran utilidad en la teoría general de la relatividad, la geometría diferencial, la mecánica, la elasticidad, la 
hidrodinámica, la teoría electromagnética y muchos otros campos de la ciencia y la ingeniería. 


8.2 ESPACIOS DE N DIMENSIONES 


Un punto en un espacio tridimensional es un conjunto de tres números, llamados coordenadas, determinados por 
medio de un sistema particular de coordenadas o marco de referencia. Por ejemplo, (x, y, 2), (p, 9, 2), (r, 0, ф), son 
coordenadas de un punto en sistemas de coordenadas rectangulares, cilíndricas y esféricas, respectivamente. Por 
analogía, un punto en un espacio N dimensional es un conjunto de N números que se denotan con (x!, x^, ..., x"), 
donde 1, 2, ..., N son superíndices y no exponentes, práctica que demostrará su utilidad más adelante. 

El hecho de que no podamos visualizar puntos en espacios con más de tres dimensiones no tiene, por supuesto, 
nada que ver con su existencia. 


8.3 TRANSFORMACIONES DE COORDENADAS 


Sean (х!, х2, ..., x^) y (х1, 32, ..., x") las coordenadas de un punto en dos diferentes marcos de referencia. Suponga- 
mos que existen N relaciones independientes entre las coordenadas de los dos sistemas, con la forma 


x! = x(Qx,x,...,x") 


x) = xl, 2,...,А\) 


| . (1) 
W 451215 er 0) 
que se indicarán en forma abreviada con 
ES) AL il (2) 
donde se supone que las funciones involucradas se evalúan en un solo valor, son continuas y tienen derivadas con- 
tinuas. Entonces, a cada conjunto de coordenadas AA, corresponderá un conjunto único (lx... xS) 
dado por 
x ex A k=1,2,...,N (3) 


Las relaciones (2) o (3) definen una transformación de coordenadas de un marco de referencia a otro. 
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Convención de suma 


Considere la expresión aix! + арх” + --- + ayx". La cual puede escribirse con el uso de la notación X ах? . Una 
notación aún más breve consiste en escribir simplemente ах? ‚ donde adoptamos la convención de que siempre que 
un índice (superíndice o subíndice) se repita en un término dado, hemos de sumar sobre ese índice desde 1 hasta N, a 
menos que se especifique algo diferente. Ésta se llama convención de suma. Es evidente que en vez de usar el índice 
j podríamos emplear otra literal, por ejemplo p, y la suma se escribiría como a,x”. Cualquier índice que se repita en 
un término dado de modo que se aplique la convención de la suma se llama índice mudo o índice umbral. 

Un índice que ocurra sólo una vez en un término dado recibe el nombre de índice libre y denota cualquiera de los 
números 1, 2, ..., N, como k en la ecuación (2) o en la (3), cada uno de los cuales representa N ecuaciones. 


8.4 VECTORES CONTRAVARIANTE Y COVARIANTE 


Suponga que en un sistema de coordenadas (х), х2, ) hay № cantidades АМ, АЗ, ..., А relacionadas con otras N 
cantidades А 5 22, ди A" en otro sistema de coordenadas (6, x, tub x" ) por las ecuaciones de transformación 
Noa 
= ox" 
А? = — A4 DEL pers N 
0x1 


que según las convenciones adoptadas podría escribirse como 


> a 


= Al 
0x1 


Entonces éstas se llaman componentes de un vector contravariante o tensor contravariante de primer rango o primer 
orden. Para obtener una motivación para estas transformaciones, consulte los problemas 7.33 y 7.34. 

Por otro lado, suponga que en un sistema de coordenadas (xl, х2, A ) hay N cantidades Aj, А», ..., Ay relacio- 
nadas con otras N cantidades Ат, A2,..., An en otro sistema de coordenadas a, x. 214420" ) mediante las ecuaciones 
de transformación 


A ye 1,2 
р = a=p**q р — і, 2, > N 
21 ox? 
o bien 
0x1 
p — КТ 


Entonces, éstas reciben el nombre de vector covariante o tensor covariante de primer rango o primer orden. 

Note que se usa un superíndice para indicar las componentes contravariantes, mientras que un subíndice se em- 
plea para denotar las componentes covariantes; una excepción a esto ocurre en la notación para las coordenadas. 

En vez de hablar de un tensor cuyas componentes son A” o A,, será frecuente que hagamos referencia a él como 
el tensor A" o A,. No debiera haber ninguna confusión en esto. 


8.5 TENSORES CONTRAVARIANTES, COVARIANTES Y MIXTOS 


Suponga que en un sistema de coordenadas (x!, x?, ..., х") hay № cantidades А relacionadas con otras № cantidades 


pr Р 22216223 im Ё 4 E" 
А” en otro sistema de coordenadas (х1, х2, ...,xY) mediante las ecuaciones de transformación 
N Na 
р r 
c Ox" дх 
А” = У У nA" pyr=1,2,...,N 
дх9 Qx* 
5-1 4-1 
o bien 
pr ФФ дх 2 
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según las convenciones adoptadas se denominan componentes contravariantes de un tensor de segundo rango o de 
rango dos. 
Las N? cantidades Ags se llaman componentes covariantes de un tensor de segundo rango si 
та Ox? дх” 
ГО a— ын 5 
цал 2125 


En forma similar, las № cantidades А se denominan componentes de un tensor mixto de segundo rango si 
Spaas 
w Ox” дх 
r 0x2 Ox" 5 





Delta de Kronecker 


La delta de Kronecker, que se denota con SÍ, se define como sigue: 
sij = k 

9) = | S 
] sij=k 


Como lo indica su notación, se trata de un tensor mixto de segundo rango. 


8.6 TENSORES DE RANGO MAYOR QUE DOS, CAMPOS TENSORIALES 


4 11; Ї : 51 
Los tensores de rango tres o más se definen con facilidad. En específico, por ejemplo, A7/ son las componentes de 
un tensor mixto de rango 5, contravariante de orden 3 y covariante de orden 2, donde se transforman de acuerdo con 
las relaciones 


E Fr ggm k 1 
трт _ OXPOx'Ox" Ox Ox оу 
j дх4 üx* əx! axi Әх! Y 





Escalares o invariantes 


Suponga que ф es una función de las coordenadas x^, y sea que ф denota el valor funcional bajo una transformación a 
un nuevo conjunto de coordenadas х“. Entonces, ф se llama escalar o invariante con respecto de la transformación 
de coordenadas si ф = 4. Un escalar o invariante también se llama tensor de rango cero. 


Campos tensoriales 


Si a cada punto de una región en un espacio N dimensional le corresponde un tensor definido, decimos que se ha 
definido un campo tensorial. Éste es un campo vectorial o un campo escalar, en función de si el tensor es de rango 
uno o cero. Debe notarse que un tensor o campo tensorial no sólo es el conjunto de sus componentes en un sistema 
especial de coordenadas, sino todos los posibles conjuntos con cualquier transformación de coordenadas. 


Tensores simétricos y simétricos oblicuos 


Un tensor se llama simétrico con respecto de dos índices contravariantes o covariantes si sus componentes no se 
alteran con el intercambio de los índices. Así, si AT "= A^ ”, el tensor es simétrico en m y p. Si un tensor es si- 


métrico con respecto de cualesquiera dos índices contravariantes y cualesquiera dos índices covariantes, se llama 
simétrico. 

Un tensor recibe el nombre de simétrico oblicuo con respecto de dos índices contravariantes o covariantes si sus 
componentes cambian de signo con el intercambio de los índices. Así, si A А —А " el tensor es simétrico oblicuo 
en m y p. Si un tensor es simétrico oblicuo con respecto de cualesquiera dos índices contravariantes y cualesquiera 
dos índices covariantes, se denomina simétrico oblicuo. 
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8.7 OPERACIONES FUNDAMENTALES CON TENSORES 


Se aplican las siguientes operaciones. 


1. Adición. La suma de dos o más tensores del mismo rango y tipo (es decir, el mismo número de índices 
contravariantes y el mismo número de índices covariantes) también es un tensor del mismo rango y tipo. Por 
lo que, si A7" y Вг? son tensores, entonces Со” = A¿” + Ву" también es un tensor. La adición de tensores 
es conmutativa y asociativa. 


2. Sustracción. La diferencia de dos tensores del mismo rango y tipo también es un tensor del mismo rango 
y tipo. Así, si A7" y Ву? son tensores, entonces D7" = A7" — Ву” también es un tensor. 


3. Producto externo. El producto de dos tensores es un tensor cuyo rango es la suma de los rangos de los 
tensores dados. Este producto, que involucra la multiplicación ordinaria de los componentes del tensor, se 
llama producto externo. Por ejemplo, AZ'B?' = С" es el producto externo de A7" y By”. Sin embargo, obser- 
ve que no todo tensor puede escribirse como el producto de dos tensores de rango menor. Por esta razón, la 


división de tensores no siempre es posible. 


4. Contracción. Si se igualan un índice contravariante y uno covariante de un tensor, el resultado indica que 
ha de tomarse una sumatoria sobre los índices iguales de acuerdo con la convención de sumatoria. Esta 
suma resultante es un tensor de rango dos menos el del tensor original. El proceso se llama contracción. Por 

mpr — 


ejemplo, en el tensor de rango 5, Ags”, se hace г = s para obtener Ag! Ва”, que es un tensor de rango 3. 
Además, al hacer p = q, obtenemos B¿” — C”, que es un tensor de rango 1. 


5. Producto interno. Por el proceso del producto externo de dos tensores seguido de una contracción, obte- 
nemos un nuevo tensor llamado producto interno de los tensores dados. El proceso se llama multiplicación 
interna. Por ejemplo, dados los tensores A7" y Bss el producto externo es АРВ. Al hacer q = r obtenemos 
el producto interno A;” Bs. Al hacer q = r y p = s, obtenemos otro producto A7"B;,. La multiplicación in- 


terna y externa de tensores es conmutativa y asociativa. 


6. Ley del cociente. Suponga que no sabe si una cantidad X es un tensor o no. Si un producto interno de X con 
un tensor arbitrario es un tensor, entonces X también es un tensor. Esta se llama ley del cociente. 


8.8 MATRICES 


Una matriz A de orden m por n es un arreglo de cantidades apq, llamados elementos, arreglados en m renglones y n 
columnas, y que por lo general se denota como sigue: 


а ар с аһ а 412 0, аһ 
d1 An `` аж ! а 4232 с An 
o bien 
ал Am2 tt mn m] Am2 >t Amn 
о, en forma abreviada, por [apq] о (4,6), р = 1l, ..., m; q = 1, ..., п. Se usa la primera notación, [apq], a menos que se 


establezca otra convención. Si m = n la matriz es cuadrada de orden u o simplemente matriz de orden m. Sim = 1, 
es una matriz renglón o vector renglón; si n = 1, es una matriz columna o vector columna. 

La diagonal de una matriz cuadrada que contenga los elementos a11, 422, ..., Amm, se llama diagonal principal. 
Una matriz cuadrada cuyos elementos sean iguales a uno en la diagonal principal y cero en cualquier otro caso, se 
llama matriz identidad y se denota por I. Una matriz nula, que se denota con O, es aquella cuyos elementos son todos 
iguales a cero. 


Álgebra de matrices 


Suponga que A = [а] y B = [Б] son matrices del mismo orden (m por n). Entonces, se aplican las siguientes 
definiciones: 


8.8 MATRICES 


1) A = B si ap = by, para toda p y q. 
2) La suma Sy la diferencia D de A y B son las matrices definidas por 





S=A +B = [а + by], Р=А—В = [ap — by. 


Es decir, la suma S = A + B [diferencia D = A — B] se obtiene sumando (restando) los elementos corres- 
pondientes de A y B. 

3) El producto de un escalar A por una matriz А = [a,,] se denota por AA, y es la matriz [Аа], donde cada 
elemento de A se multiplica por A. 

4) La transpuesta de una matriz A es la matriz A”, que se forma al intercambiar sus renglones y columnas. Así, 
si A = [ay], entonces A e [Agp]. 


Multiplicación de matrices 


Supongamos que A y B son dos matrices tales que el número de columnas de A es igual al número de renglones de 
B, es decir: A es una matriz de m хр, y B es una matriz de p x n. Entonces, el producto de A por B sí está definido, 
se denota con AB y es la matriz cuya entrada ij obtenemos multiplicando los elementos del renglón i de A por los 
elementos correspondientes de la columna j de B para luego sumar los resultados de los productos. Así, si A = [ai] 
y B = [bj], entonces АВ = [с], donde 


р 
су = ai bij + anb + +++ арр = у ару 
к=! 


Las matrices cuyo producto sí está definido se llaman compatibles. 


Determinantes 








Considere una matriz cuadrada de n, A = [а]. El determinante de A se denota con lA , det A, aij o det [а]. El lector 
quizás esté familiarizado con la definición de det A cuando n < 3. La definición general de det A es la siguiente: 


14] = У (sgn 0)a11)42002) *** Anota) 
ces, 


Aquí, S, consiste en todas las permutaciones ø de (1, 2, ..., n], y el signo с = +1, según sea ø una permutación 
par o impar. 
Una de las principales propiedades de los determinantes es la siguiente: 


PROPOSICIÓN 8.1: Sea P — AB, donde A y B son matrices cuadradas de orden n. Entonces, 


det P = (det A)(det B) 


Inversas 


La inversa de una matriz cuadrada A es una matriz que se denota con A”?, tal que: 
ААС! = ACA =] 


donde 1 es la matriz identidad. Una condición necesaria y suficiente para que A”! exista es que det А 7 0. Si det 
A = 0, entonces A se llama singular, de otro modo A recibe el nombre de no singular. 
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8.9 ELEMENTO DE LÍNEA Y TENSOR MÉTRICO 


La diferencial de longitud de arco ds en coordenadas rectangulares (х, y, z) se obtiene a partir de ds? = dx? + dy? + dz?. 
Al transformar a coordenadas curvilíneas generales (vea el problema 7.17), ésta se transforma en: 


Tales espacios se denominan espacios euclidianos tridimensionales. 
La generalización a un espacio N dimensional con coordenadas (x!, x°, ..., x") es inmediata. En este espacio se 
define el elemento de línea ds como el que está dado por la forma cuadrática siguiente, llamada forma métrica, 


N N 
ds? = у, у, 8pg dx" dx? 


"S3 
Ї 
jes 

© 
Ї 
Ех 


о bien, con el uso de Ја convención de suma, 
2 = Руа 
ds“ = gyg dx" dx 


En el caso especial en que existe una transformación de coordenadas de x а х* de modo que la forma métrica se 
transforma a (d х1)? + (d X. +... (d Xy. o d x* d X, entonces el espacio se llama espacio euclidiano N dimen- 
sional. En el caso general, sin embargo, el espacio se llama riemanniano. 

Las cantidades g,, son las componentes de un tensor covariante de rango dos llamado tensor métrico o tensor 
fundamental. Es posible elegir, y siempre será así, que este tensor sea simétrico (consulte el problema 8.29). 


Tensores conjugados o recíprocos 


Sea que se denote con g — Р el determinante con elementos g,;,, у Supongamos que g + 0. Se define 2 como: 


. cofactor de gy, 
8 





gr 


Entonces, g”* es un tensor contravariante simétrico de rango dos llamado tensor conjugado o recíproco de g,, (vea el 
problema 8.34). Se puede demostrar (vea el problema 8.33) que: 


gg, = д; 


8.10 TENSORES ASOCIADOS 


Dado un tensor, es posible obtener otros tensores por medio de aumentar o disminuir índices. Por ejemplo, dado el 
tensor А, si se aumenta el índice p obtenemos el tensor Af, donde el punto indica la posición original del índice 
movido. Asimismo, al subir el índice q obtenemos A”%, Donde no hay lugar para la confusión es frecuente que se 
omitan los puntos; así, А? se puede escribir como A”%. Estos tensores derivados se obtienen formando productos 


internos entre el tensor dado y el tensor métrico g,, o su conjugado g”*. Por ejemplo: 
Аб = TA. АР = gp AL Ай = БА, | ATP = др mA, 
Esto queda claro si se interpreta la multiplicación por g" con el significado siguiente: sea r — p (o p — r) en cual- 


quier cosa que siga y sube este índice. De manera similar, se da a la multiplicación por g,, el significado: sea r — q 
(o q = r) en cualquier cosa que siga y baje este índice. 


8.12 LONGITUD DE UN VECTOR, ÁNGULO ENTRE VECTORES, GEODÉSICAS $ » 





Todos los tensores obtenidos a partir de un tensor dado, por medio de formar productos internos con el tensor 
métrico y su conjugado se llaman tensores asociados del tensor dado. Por ejemplo, A" y A,, son tensores asociados, 
las primeras son componentes contravariantes y las segundas son componentes covariantes. La relación entre ellas 
está dada por: 

= 4 P = орӣ 
Ap = 8А" о А? = g"A, 


Para coordenadas rectangulares, gp = 1 sip = q, y О si p = q, de modo que A, = A”, lo que explica por qué en los 
capítulos anteriores no se hizo distinción entre las componentes contravariante y covariante de un vector. 


8.11 SÍMBOLOS DE CHRISTOFFEL 


Los símbolos siguientes: 





[pg, r] = 


1 (98 pr 0g qr 0g pq 
2\дх“ Ox Ox" 


5 
| | = g” [pq, r] 
pq 


se llaman símbolos de Christoffel de primer tipo y de segundo tipo, respectivamente. En lugar de | X | se utilizan 
ра 


(Ра, s} у Гуа. No obstante, el último símbolo sugiere un carácter de tensor, lo que en general no es verdad. 


Leyes de transformación de los símbolos de Christoffel 


Suponga que se denota con una barra un símbolo en un sistema de coordenadas х“. Entonces, 
ӘХ? dx? ox" Әх? 2x1 
E хт 809 дк" gla 

nl [fs] raros a" ex 

jk] | lpa] 9 dar дл дух" 





Uk, m] = (ра, r] 








son las leyes de transformación de los símbolos de Christoffel, que muestran que no son tensores a menos que los 
segundos términos del lado derecho sean igual a cero. 


8.12 LONGITUD DE UN VECTOR, ÁNGULO ENTRE VECTORES, GEODÉSICAS 


La cantidad А?В,, que es el producto interno de A" y de В,, es un escalar análogo al producto escalar en coordenadas 
rectangulares. Se define la longitud L del vector 4” o A, como: 


12 = АРА, = g"A,A, = gy, APAT 
El ángulo 0 entre A" y B, se define por: 
APB, 


Y APA, NB” B,) 


cos 0 = 


Geodésicas 


La distancia s entre dos puntos f; у t; sobre una curva x” = x'(t) en un espacio riemanniano está dada por: 


Ё 
í dx” аха 
s- | y y A 


ti 
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Esa curva en el espacio, que es la distancia mínima, se llama geodésica del espacio. Con el empleo del cálculo de 
variaciones (vea los problemas 8.50 y 8.51), las geodésicas las encontramos a partir de la ecuación diferencial 


dx r | ах? dx! 
ds? 


donde s es el parámetro de la longitud de arco. Como ejemplos, las geodésicas sobre un plano son líneas rectas, 
mientras que las que están sobre una esfera son arcos de círculos máximos. 


Componentes físicas 


Las componentes físicas de un vector A” o A,, que se denota A,, A,, Ay, son las proyecciones del vector sobre las 
tangentes a las curvas coordenadas y en el caso de coordenadas ortogonales están dadas por 
A 1 2 Az Az 
> A, — v 8223 == > 
A81 м 822 м 833 


De manera similar, las componentes físicas de un tensor А?“ o Aj, están dadas por 


An 12 Ар 
ЕГЕ) Auv = N 8 8 А ZE 
811 Е № 811822 











A, = „ПА! = А, = А/ ЗАА? = 


A13 


А = Venga? сес ел т etc. 


Аш = gui A! = > 
A/ 811833 


8.13 DERIVADA COVARIANTE 


La derivada covariante de un tensor A, con respecto de x se denota A, y está definida por 


9A 8 
Apg = As 
9x1 (рф 
que es un tensor covariante de rango dos. 
La derivada covariante de un tensor 4” con respecto de x? se denota con A”, y está definida por 


дАР р 
PET 5 
aja 
la cual es un tensor mixto de rango dos. 


Para sistemas rectangulares, los símbolos de Christoffel son igual a cero y las derivadas covariantes son las de- 
rivadas parciales usuales. Las derivadas covariantes de tensores también son tensores (vea el problema 8.52). 
Los resultados anteriores se extienden a derivadas covariantes de tensores de mayor rango. Así, 


9A Pv Pm 
Рірт == e 


трет, q üx4 


5 5 5 

22 AP! Pm P A PV Рт ET een AP Pn 

+ | 4: ls - | ie lime pe | | fuese 
qs qs qs 


es la derivada covariante de А?! 7" con respecto de х4. 

Las reglas de diferenciación covariante para sumas y productos de tensores son las mismas que las de la diferen- 
ciación ordinaria. Al llevar a cabo diferenciaciones, los tensores gg, g”? y ô} pueden ser tratados como constantes, 
puesto que sus derivadas covariantes son iguales a cero (consulte el problema 8.54). Debido a que las derivadas 
covariantes expresan tasas de cambio de cantidades físicas independientes de cualesquiera marcos de referencia, son 
de gran importancia para la expresión de leyes físicas. 


8.16 DERIVADA INTRÍNSECA O ABSOLUTA 





8.14 SÍMBOLOS Y TENSORES DE PERMUTACIÓN 


El símbolo е, se define por medio de las relaciones siguientes: 
en3=€3 = бзү = +1, e13=e32=e€2 =->1 y €yqr=0 


si dos o más índices son iguales. 

El símbolo e” se define de la misma manera. Los símbolos ej, y е” se llaman símbolos de permutación en el 
espacio tridimensional. 

Además, se define 


1 
- par — pqr 
Epgr = uc ne eT — ge 


Puede demostrarse que €; y є” son los tensores covariante y contravariante, respectivamente, llamados tensores de 
permutación en el espacio tridimensional. Es posible hacer generalizaciones a dimensiones mayores. 


8.15 FORMA TENSORIAL DEL GRADIENTE, LA DIVERGENCIA Y EL ROTACIONAL 


1. Gradiente. Si Ф es un escalar o invariante, el gradiente de Ф está definido por 


Vb = grad P= 9, =Z 
x 


donde €, es la derivada covariante de Ф con respecto de x”. 


2. Divergencia. La divergencia de A” es la contracción de su derivada covariante con respecto de х, es decir, es la 
contracción de A”,. Entonces, 


1 ə 


: k 
MAA aret) 
: : дА, дА, А 
3. Rotacional. El rotacional de A, es А, и — Ау р = du бур? que es un tensor de rango dos. El rotacional tam- 
x x 


bién se define como —€ YA), y. 
4. Laplaciano. El laplaciano de Ф es la divergencia de grad Ф, es decir: 


1 ə „ Ф 
У2ф-4уф,- Jk 
c 59 VE дх/ (vs 5 c) 


En el caso en que g < 0, ,/8 debe reemplazarse por 4/—8. Pueden incluirse ambos casos g > 0 y g < 0 si se 
escribe А/18| en lugar de 4/8. 


8.16 DERIVADA INTRÍNSECA O ABSOLUTA 


ÍA 
La derivada intrínseca o absoluta de A, a lo largo de una curva x? = x%(£), denotada con БЫ? se define como el pro- 
. : : dx? . dx? 
ducto interno de la derivada covariante de A, y e es decir, A, y P y está dada por 


бА, _ dA, r аха 
ôt dt 


Е ра} ” dt 
En forma similar, se define 


дА? dA" | p | „аа 
6t dt qr dt 


O CAPÍTULO 8 ANÁLISIS TENSORIAL 


Se dice que los vectores A, o A" se mueven paralelamente a lo largo de una curva si sus derivadas intrínsecas a 
lo largo de la curva son iguales a cero, respectivamente. 
Las derivadas intrínsecas de tensores de mayor rango se definen de manera similar. 


8.17 TENSORES RELATIVOS Y ABSOLUTOS 
Un tensor A777" se Пата tensor relativo de peso w si sus componentes se transforman de acuerdo con la ecuación 


9х|” БУХЭН ОХ! Ox?" gxy^ дх" 
ES 1 Pm © PS 
дХ| 72” gym дхёедх! | Ox" 


Adv7dm __ 
51535: 7 











donde J = 





Ox 
zl eS el jacobiano de la transformación. Si w = 0, el tensor se llama absoluto y es el tipo de tensor que 





se ha analizado antes. Si w = 1, el tensor relativo se llama tensor de densidad. Las operaciones de adición, multi- 
plicación, etc., de los tensores relativos son similares a las de los tensores absolutos. Por ejemplo, vea el problema 
8.64. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Convención de suma 


8.1. Escriba cada uno de los siguientes con el uso de la convención de suma. 


д д д 
a) 4ф= аваг + ав а? duse k WE”, а ds = вах) + gade + gald? y 








2 i a ¿qa MN ЭМЭЭ” 
Hh caa qd ә ш, ° PX x dx 
c) QU о”? e (о? + (y? 
Solución 

9ф dx* axtdx" 


a) d$ =й, b) Ж g dr c) ХХ, 
d) de = guy dx! ах, М = 3 y е) gy de ах, N = 3 
8.2. Escriba los términos en cada una de las siguientes sumas. 
дхі дх^ 
148274 





а) ад, b) АА y с) 85 = 
Solución 


N N 
a) ВЭ ajx“ = алх! + арх? +-+ ajyx", b) y Apg AT" I ЛА! + Ap AY +-+ ААМ У: 
k=1 4=1 
3 3 j 
Е axi дх* 
с) 85 = 2225 Si au ges 


y awat Әнә, ағат 
= 2 М8 688 8 arae 83 ар ағ 























Әх! dx! | 8x? dx! | дх? ax! 
Saas Caras xr ge 
ax! a dx? a8 9х? ax 
80 бу aae jas 
dx! à dx? Әх? dx? ax? 














360 83 ар а Pa 


8.3. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Suponga que x;, k = 1, 2, ..., N, son coordenadas rectangulares. ¿Qué lugar geométrico, si hubiera alguno, 
está representado por cada una de las ecuaciones siguientes para N = 2, 3 y N > 4? Cuando sea necesario 
suponga que las funciones se evalüan en un solo valor, tienen derivadas continuas y son independientes. 


а) apt = 1, donde a; son constantes c) х= хи) 
b) х= 1 d) x = x(u, v) 
Solución 


a) Para N = 2, ax! + ax? = 1, una recta en dos dimensiones, es decir, una recta en un plano. 
Para N = 3, aix! + аз? + аз? = 1, un plano en tres dimensiones. 
Para N > 4, ax! + ax? + +++ + ay" = 1, es un hiperplano. 





b) Para N = 2, (x? + (22)? = 1, una circunferencia de radio unitario en el plano. 
Рага N = 3, (11? + (х2)2 + F = 1, una esfera de radio unitario. 
Para N = 4, (x! + (2 +... + (х)? = 1, una hiperesfera de radio unitario. 

















c) Para N = 2, х! = xl(u), х2 = x(u), una curva plana con parámetro u. 
Рага N = 3, x! = x(u), 2 = (и), х? = x(u), una curva en el espacio tridimensional. 
Para N = 4, una curva en el espacio N dimensional. 


d) ParaN = 2, x! = x!(u, v), x? = x'(u, v), es una transformación de coordenadas, de (и, v) a (x!, 12). 
Para N = 3, x! = x!(u, v), x? = x(u, v), x? = xu, v), es una superficie tridimensional con parámetros u y v. 
Para N > 4, una hipersuperficie. 


Vectores y tensores contravariantes y covariantes 


8.4. 


8.5. 


Escriba la ley de transformación para los tensores а) Аў, b) Bix. y c) С”. 


Solución 
= ӘХ? ox ax, 
Ab II TIT AE 
а) Ag an 


Como ayuda para recordar la transformación, observe que las posiciones relativas de los índices p, q y r en el lado 
izquierdo de la transformación son los mismos que los que están en el lado derecho. Como estos índices están 
asociados con las coordenadas x y como los índices i, j y k están asociados, respectivamente, con los índices p, q y 
r, la transformación requerida se obtiene con facilidad. 


"n 





тра _ Ox ах ay өх ps o TP- av 
"I gym gxn дх" ax ©” x" 


b) 


Una cantidad А(7, К, L, m), que es función de las coordenadas х”, se transforma en otro sistema de coordenadas 
x' de acuerdo con la regla 


Әх) 9x1 ах” ox 


A(p, q, r, 5) = à ЭХ ad as AU k, ГА т) 


а) ¿Esta cantidad es un tensor? Р) Si lo es, escriba el tensor con una notación apropiada y c) dé el orden у 
rango contravariante y covariante. 


Solución 


a) Sí, b) АР" y c)Contravariante de orden 3, covariante de orden 1 y rango 3 + 1 = 4. 


8.6. 


8.7. 


CAPÍTULO 8 ANÁLISIS TENSORIAL 


Determine si cada una de las cantidades siguientes es un tensor. Si lo son, diga si son contravariantes о cova- 


1 
riantes y dé su rango a) dx* y b) DARE ses) 
дх 
Solución 
i 0 8x) 
a) Suponga la transformación de coordenadas х! = х/х), ow x). Entonces, dx/ — d por lo que Ах" es 
x 


b) 


un tensor contravariante de rango uno, o un vector contravariante. Observe que la ubicación del índice k es 
apropiado. 





En la transformación x* = A, E x^, ф es una función de x y por tanto хі, de modo que Ф(х!, To x") 
= pa, E 5 х^), es decir, ф еѕ un escalar о invariante (tensor de rango сего). Por Іа regla de la cadena de la 
А a os . p ð apax atop ð — дХЁ д 
diferenciación parcial, Ф aop 0ф шоно ф se transforma como А; = z^ Entonces, eot 
у x 





ox! ax atar ox ox". y дхќ ах" 


un tensor covariante de rango uno o un vector covariante. 


Observe que en axe el índice aparece en el denominador y por ello actáa como un subíndice que indica 


: : 9ф . 
su carácter covariante. Hacemos referencia al tensor E o, en forma equivalente, al tensor con componentes 
x 


ð 
E como el gradiente de ф, que se escribe grad фо Уф. 


Un tensor covariante tiene componentes xy, 2y — z^, xz en coordenadas rectangulares. Encuentre sus compo- 
nentes covariantes en coordenadas esféricas. 


Solución 


Sea que A; denote las componentes covariantes en coordenadas rectangulares x 


ре X, X= y y № = 1. Entonces, 


Aj; ху = xl), Аз = 2у — 2 = 202 – (0), Аз = хіх 


donde se debe tener cuidado para diferenciar entre superíndices y exponentes. 


Ї үүх бух = q. Entonces, 


Sea que A; denoten las componentes covariantes en coordenadas esféricas х 
> дх/ 


Ax vi (1) 


Las ecuaciones de transformación entre los sistemas coordenados son: 


1 1 2 3 2 


x! = x! ѕепх2 cos, x =x! 


2 


sen? sen? y x = х! созх^ 


Así, las ecuaciones (1) generan las componentes covariantes requeridas: 


= x Ren „ 
ax! | ох! 4 ох! 


= (sen X? cos x^)(x!x?) + (sen X! sen х )2x2 — (Q?Y?) + (cosx2)(x'x?) 





Az 





= (sen Ө cos ф)(72 sen? 0 sen ф cos ф) 
+ (sen 0 sen $)(2r sen 0 sen $ — 1? cos? 0) 


+ (cos 0)(r? sen 0 cos 0 cos ф) 





= (rcos 0 cos $)(r? sen? 0 sen $ cos ф) 


+ (т соз 0 sen ф)(2г sen Ө sen ф — r° cos? 0) 





+ (—rsen 0)(+? sen Ө cos 0 cos ф) 


8.8. 


8.9. 


PROBLEMAS RESUELTOS 











= (—r sen Ө sen $)(r? ser? 0 sen $ cos ф) 
+ (rsen 0 cos ф)(2г sen 0 sen $ — r° cos? 0) 
+ (0)07 sen 0 cos Ө cos ф) 


дА : 
Demuestre que a no es un tensor aun cuando Ap es un tensor covariante de rango uno. 
X 


Solución 


— oP 
Por hipótesis, А; = — А,. Al diferenciar con respecto a х“. 
ox! 








дА; _ Әх? дА) PP _дх?дА„д4 Ou? | Әх Әх дА PWP 
дх ax Әх ox'axv " ax axi Әх  ox'ox! " ӨХ ox oxi ӨХ ӘМ ” 
: 9A, . 
Como el segundo término de la derecha está presente, эта PO Se transforma como debiera hacerlo un tensor. Des- 


дА 
pués debe demostrarse la manera en que la suma de una cantidad apropiada a - hace que el resultado sea un 
tensor (vea el problema 8.52). 
Demuestre que la velocidad de un fluido en cualquier punto es un tensor contravariante de rango uno. 


Solución 
dx* 


La velocidad de un fluido en cualquier punto tiene componentes qr; 8n el sistema de coordenadas х“ En el sistema 


1 d 
de coordenadas x/ la velocidad es - Pero, según la regla de la cadena, 


dx! _ ax dx 
dt да 


y se concluye que la velocidad es un tensor contravariante de rango uno o un vector contravariante. 


La delta de Kronecker 


8.10. 


8.11. 


Evalúe a) 0% AT y b) 8707. 


Solución 
Como ô? = 1 sip = qy Osi p * q, se tiene: 
a) &AT =АР” у b), = 8? 

ax? 
Demuestre que CU др, 
0x1 1 


Solución 
p 


ox? à 
Si p^q, aw І, ya que x? = х. Si p 7 q, E = 0 puesto que х? y x? son independientes. 
x 


Entonces, pe = $ 








8.12. 


8.13. 


8.14. 


CAPÍTULO 8 ANÁLISIS TENSORIAL 


Ox" дх4 
Demuestre que — = o. 
0x1 Ox" 





Solución 


Las coordenadas x^ son funciones de las coordenadas х“, que a su vez son funciones de las coordenadas х”. Enton- 
ces, segün la regla de la cadena y el problema 8.11, 


д? 1 


дх duc " 


е2 ox? ах“ 
Sea А” = SE AS Demuestre que A? = xP., 
0x1 ax? 


Solución 
9х” 


-p ӨХ? 
ads am D q 
Se multiplica la ecuación А = am Ай por ap 





Ox" — Ox Ox" 
А = 

ax" ax" 9x1 

Esto indica que en las ecuaciones de transformación para las componentes del tensor, pueden intercambiarse las 


cantidades que tienen barra y las que no la tienen, resultado que puede demostrarse de manera general. 


Entonces, АЯ = 8,A* = A”, según el problema 8.12. Al hacer r = q obtenemos el resultado. 


Demuestre que ô} es un tensor mixto de segundo rango. 


Solución 


Si ó/ es un tensor mixto de segundo rango, debe transformarse de acuerdo con la regla 


E xj дх4 
= AE. 8Р 
дхР дх 1 
| ax dx" оо, ; a ; Ya 5? 
El lado derecho es igual a aeos бү, según el problema 8.12. Como à; = ô = 1 sij = Ку 051] = К, se con- 


т : ХЭ E 
cluye que ô} es un tensor mixto de rango dos, lo que justifica la notación empleada. 


Observe que en ocasiones se usa бу, = 1 si p = q y Osi p = q como la delta de Kronecker. Sin embargo, éste 
no es un tensor covariante de segundo rango, como la notación pareciera indicar. 


Operaciones fundamentales con tensores 


8.15. 


Suponga que A77 y BP son tensores. Demuestre que su suma y diferencia son tensores. 


Solución 
Por hipótesis А? y В? son tensores, de modo que: 


ж ox! ax* Ox" zik _ ox! ox* Ox" 








= AM y AAA cnp 
1 < ӘхРдхїЧ ӘХ! " law aaa” 

Se suman, 

jo nk OX Ox ax" 

A +B") = API + ВР). 

(i 1) àv àv ay С” 4 
Se resta, 

E экы a Әх Әх” 

аву API — BP), 

i 2 àv àxi ad e ғ) 


Entonces, А? + B4 у АР — В? son tensores del mismo rango y tipo que A74 y ВМ, 


8.16. 


8.17. 


8.18. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Suponga que А? y B? son tensores. Demuestre que С = АРВ? también es un tensor. 


Solución 


Debe demostrarse que С es un tensor cuyas componentes se forman al tomar los productos de componentes de 
los tensores А? y B;.. Puesto que A74 y B; son tensores, 
-jk дхі дх* Әх” ра ‚ут 0 a 
арамат" Pn ae 
Se multiplica y queda: 


Ч р" ax дх" ax ax" дх' 





== АРВ 
"Әх Әх дх! oco "o ' 


Іо que demuestra que A/4B es un tensor de rango 5, con índices contravariantes р, q y s, e índices covariantes r, 
t, lo que garantiza la notación С". Se denomina a C} = АВ? producto externo de АР y Bj. 

Sea A% un tensor. a) Elija p = t y demuestre que Arp donde se emplea la convención de suma, es un tensor. 
¿Cuál es su rango? b) Escoja p = t y q = s, y de manera similar demuestre que A es un tensor. ¿Qué rango 


tiene? 


Solución 


a) Como А? es un tensor, 


АЛ _ ox! 9х" Әх" dx arg (1) 
lmn Эх? 9x1 ax! ax" ax" rst 





Debe demostrarse que A/2, es un tensor. Coloque los índices correspondientes j y n iguales entre sí y sume 
sobre este índice. Entonces, 


—jk — Ox дхк Әх” e Ox DU өх! өх! х“ Әх” dx $5 


mi — ӱр Әха Әх! Әх" Әх) 75 axi Әх? Ox? өх ӘХ" C9 
m" ox àv OX y, Е ox àv Әх", л 
Р дха gx Әх" "" дла gx! ax" "P 








por lo que A/7, es un tensor de rango 3 y puede denotarse con B?,. El proceso de colocar un índice contrava- 
riante igual a un índice covariante en un tensor y sumarlos se llama contracción. Con ese proceso se forma un 
tensor cuyo rango es inferior en dos al rango del tensor original. 





b) Debe probarse que Ага, es un tensor. En la ecuación (1) del inciso a) se hace j = n y k — m, y se suma sobre j 
y k, se tiene 
Qr Ӧх/ дх* Әх" Ox Ox! aa, 
19 77 ax axa Әх Әх“ Әх) "" — ax av дх* дха ax. Л" 


ox” ox" 
2 57 pq pq 
Б 8, 8, ax AA T axi Arap 





lo que demuestra que Ара, es un tensor de rango uno y puede escribirse como С,. Observe que al contraer dos 
veces el rango se redujo en 4. 


Pruebe que la contracción del tensor AL es un escalar o invariante. 


Solución 


Se tiene que 


8.19. 


8.20. 


8.21. 


CAPÍTULO 8 ANÁLISIS TENSORIAL 


Al hacer j = k y sumar, 


Entonces, A! = A? y se concluye que А” debe ser un invariante. Como А? es un tensor de rango 2 y la contracción 
con respecto a un solo índice disminuye el rango dos, llegamos a definir un invariante como un tensor de rango cero. 


Demuestre que la contracción del producto externo de los tensores A" y B, es un invariante. 


Solución 
КС] 2- дх4 
Como А? y B, son tensores, А! = > Ар, В = ын Entonces, 
дл? ax* 
AB u ox! ax 
К ao 4 


Por contracción (se hace j — k y se suma): 


>= 0x cd 
JB.— — — APB, — МАРВ, — A" 
АВ; = d a^ B, = GA" B, = A” B, 
por lo que A"B, es un invariante. El proceso de multiplicar tensores (multiplicación externa) para luego contraer se 
llama multiplicación interna, y el resultado recibe el nombre de producto interno. Como A”B, es un escalar, con 


frecuencia se denomina producto escalar de los vectores A” y B4. 


Demuestre que cualquier producto interno de los tensores A” y Bf" es un tensor de rango tres. 


Solución 


El producto externo de А? y BP = APB. 

Se contrae con respecto de los índices p y t, es decir, sea p — t y se suma. Debe demostrarse que el producto 
interno resultante, representado por А? Ві" es un tensor de rango tres. 

Por hipótesis, А? y В? son tensores; entonces, 


y axi дх” ыт OA Vus 
k^ apar "Uo" axa axs д" ' 


Al multiplicar, con j = n, y sumar, se tiene: 





jim ӨХ Әх” Ox ӘХ" ax! 
АВ” = . AP BSS 
ky дх? gx ^ üx« дх* ӘХ! " ' 
NU e 
Pak дда ac "^! 
г зүү! qum 
AAA 
дх“ дх4 ds " P 











5 
lo que demuestra que А? Ві" es un tensor de rango tres. Al contraer con respecto de ду ro s y ren el producto ALBY, 
puede demostrarse en forma similar que cualquier producto interno es un tensor de rango tres. 


Otro método. El producto externo de dos tensores es un tensor cuyo rango es la suma de los rangos de los tensores da- 
dos. Entonces, АРВ es un tensor de rango 3 + 2 = 5. Como una contracción da como resultado un tensor cuyo rango 
es inferior en dos que el del tensor dado, se concluye que cualquier contracción АРВ? es un tensor de rango 5-2 = 3. 


Sea X(p, q, r) una cantidad tal que X(p, q, r)B7" = 0 para un tensor arbitrario B7". Demuestre que X(p, q, r) 
= 0 de manera idéntica. 


Solución 


Como B7" es un tensor arbitrario, se escoge un componente particular (digamos uno con q = 2, r = 3) diferente 
de cero, mientras que todas las demás componentes son iguales a cero. Entonces, X(p, 2, 3)В2" = 0, de modo que 
Хр, 2, 3) = 0 puesto que B?" 5 0. Con un razonamiento similar para todas las combinaciones posibles de q y r, se 
tiene que X(p, q, r) = 0, de lo que se concluye el resultado. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


8.22. Suponga en el sistema de coordenadas х, una cantidad A(p, q, r) es A(p, q, г)В = Cp» donde B7' es un 
tensor arbitrario y С es un tensor. Demuestre que А(р, q, r) es un tensor. 


Solución 


En las coordenadas transformadas Xi, A(j, k, DB," = бо. 








Entonces, A(j, k, D ax avt av p^ aar C ox" ax" A(p уве 
, ^a axs Әй ^ Әх дхі " Әх ax , q, r)D; 
о bien: 
ax" Fax əx" — ax? 
àv E IL цэн »| [29 


NODE TE ax" : НЭЭ дх" 
La multiplicación interna por ¿e (es decir, al multiplicar por e para luego contraer con f = m) produce 
х 


Әх“ ax! — Ox" 
91| ——— AG, k, D — —A(p, q, ғ) |В = 0 
ES i ыг J Р 
o bien: 
дх“ dx” — dx 
—— Aj, К, D) — —A(p, q, r) |B? = 0. 
ES G, k, D — AQ. q »| : 


Como B?" es un tensor arbitrario, según el problema 8.21 se tiene que: 


at ax" — д? 
— AG, k, 1) – —A(p. q, Р) = 0 
ах ax 40: ^ D 7 Ao, 4,7) 

V Ec Ld dar di ax? ax" 
La multiplicación interna por — —- produce 
ox” gx! 


— ду? дла ax" 
SAG, k, D — asama 400-0 
о bien: 
iG y 97 ac e. 
G m п) = gg qur Он T 


lo que demuestra que A(p, q, r) es un tensor y justifica el uso de la notación А” . 
En este problema se ha establecido el caso especial de la ley del cociente, que dice que si un producto interno 
de una cantidad X con un tensor arbitrario B es un tensor C, entonces X es un tensor. 


Tensores simétricos y simétricos oblicuos 


8.23. Suponga que un tensor АТ? es simétrico (simétrico-oblicuo) con respecto de los índices p y q en un sistema 
de coordenadas. Demuestre que permanece simétrico (simétrico oblicuo) con respecto de p y q en cualquier 
sistema de coordenadas. 


Solución 


Como sólo están involucrados los índices p y q, debemos probar los resultados para B”%, Si B"? es simétrico, 
В? = BPP, Entonces, 











y 8x J zk axi 
zk ox! дх pa — ox“ Ox ap. pi 
дхР 0x1 0x1 Әх? 
y В? permanece simétrico en el sistema de coordenadas х. 
Si В? es simétrico oblicuo, В? = —B*, Entonces, 
y gi ax zk axi - 
pik _ ox! ox gra — Ox" ӘХ ва 22-89 
Ox? 0x1 0x1 Әх? 


y В? permanece simétrico oblicuo en el sistema de coordenadas х. 
Los resultados anteriores son válidos, por supuesto, para otros tensores simétricos (simétricos oblicuos). 


8.24. 


8.25. 
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Demuestre que todo tensor puede expresarse como la suma de dos tensores, uno de los cuales es simétrico y 
el otro simétrico oblicuo en un par de índices covariantes o contravariantes. 


Solución 


Considere, por ejemplo, el tensor В”. Se tiene: 





pq = (В? p Ban) 4 Bra Bar) 





Pero RP? = Bra + BIP) = RP es simétrico, y 54 = 1084 BP) = —S es simétrico oblicuo. Con un razona- 
miento similar, se observa que el resultado es verdadero para cualquier tensor. 
Sea Ф = aj, A/A". Demuestre que siempre es posible escribir Ф = AX, donde Бу, es simétrico. 


Solución 
D=a Al A* = aA A! = aj AA? 
Entonces, 
2Ф = ajA AĂ + аџАЇА = (ag + ay)AA у Ф = Қад + а)АЇА = Б ААХ 


donde Бу, = Хад + ац) = Буу es simétrico. 


Matrices 


8.26. 


Escriba la suma 5 = A + В, la diferencia D = A — В у los productos P = AB y О = BA, de las matrices 
siguientes: 





















































3v о] 5-4 2 "Ате 
А-| 4-2 3|, В8-1-4 1 2 
"RC NE | NES 0 
Solución 
3+2 0 1 SS 
$=А+В=| 4—4 —2+1 3+2|=| 0 -1 5 
24] ej raro pe lud 
83. qe) sS 1 1 -1 
А Bel gd st 35521254 2 сэ 4 
25-41 «ОНЫ 4150 Е 0 =] 
640 + (0074) 4- C2(10) | (90 + CODO) + C20 D. (97 D + (00) +С 2)0) 
(404 + C2) -4) + (3)(1) | (400 + (2)(0) + (0C D). (4007 D + (7-2) + (0) 
C20) 0074) + - DO) EDO + 0X0) 7 DC D) (7-2)7 1) + (002) + С 1)00) 
e 
Q=BA =| -12 —4 9 
el 5 


Esto demuestra que AB + BA, es decir, que la multiplicación de matrices generalmente no es conmutativa. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


8.27. Sea A = E | уВ= | E 2) Demuestre que (А + В)(А — В) z A? — B?. 


Solución 


1 3 з=] 1 3 3.51 —9 14 
A«B-[; isl ‚| Entonces, (А + вА — В) = | as Jsi 3 М! 
8-1 2 J 2 ;]-] 3 | Е E А 7 "d 

^ |-13/|[-13! |-5 81  |3 -2 3 -2| [-9 101 


2 —4 11 
А 2 _ В? = : 
51, A B | 4 | 





Por tanto, (А + В)(А — В) 4 A? — B?. Sin embargo, (А + В)(А — В) = А? — AB + ВА — В?. 


8.28. Exprese en notación matricial las ecuaciones de transformación para: a) un vector covariante y b) un tensor 
contravariante de rango dos, si se supone N = 3. 


Solución 


: 22:85: Li OXT is 
a) Las ecuaciones de transformación A, = ap^. pueden escribirse así 





A 
— дх! a? ae : 
А 2 = А 2 
Эй a a ae A 
As дх! a? ae : 


wa a? oae 
en términos de vectores columna, o en forma equivalente en términos de vectores renglón 
Ox! Ox! ax! 
a a8? ae 


ZAG дх2 a? ac 
[41 A» 43] = [Ai А Аз] кас. 





b) Es posible escribir las ecuaciones de transformación A" = Эта A como 
дх a! ax a a? ae 
A! a” А? ox! дх2 0x3 АН A? АЗ dx! dx! Ox! 
Ад AP AP Мы a a a А?! A2 А23 ax! ae ae 
13 32 348 RE 2. нд AM А432 A9 = а a 
х” ax ax X x 
al a? ӨЗ à? a8 a 


Pueden hacerse ampliaciones de estos resultados para N > 3. Sin embargo, para tensores de rango mayor la 
notación matricial no sirve. 


CAPÍTULO 8 ANÁLISIS TENSORIAL 


El elemento de línea y el tensor métrico 


8.29. 


8.30. 


8.31. 


Suponga que ds? — gj dx dx es un invariante. Demuestre que 8 es un tensor covariante simétrico de rango 
dos. 


Solución 


Según el problema 8.25, Ф = ds?, А7 = dy y А“ = dx*; se concluye que gj, puede escogerse como simétrico. Asi- 
mismo, como ds? es un invariante, 
ax Әх) ax* 
x? d rg x? qi 
dx 3d dx! = ёр, 3 83 dx" dx 


дхі 


В, Ох? dx! = gy did = gy 8 





àx дх^ 


22853 y gj, es un tensor simétrico covariante de rango dos, llamado tensor métrico. 
x 


Por lo que 8,4 = gi 


Determine el tensor métrico en coordenadas: a) cilíndricas y b) esféricas. 


Solución 


а) Igual que en el problema 7.7, ds? = dp? + p? dd? + dz. 
Si x! = p, х2 = q, х? = z entonces gj = 1, g2 = р?, 833 = 1, g12 = 821 = 0, 83 = 832 = 0, 831 = 813 = 0. 








81 82 813 100 
En forma matricial, el tensor métrico puede escribirse como: | оу 822 23| -10 # 0 
831 832 833 


b) Como en el problema 7.84), ds? = dr? + r 4€ + т? sed 04ф. 


1 0 0 
Si x! = r, x? = 0, х = d, el tensor métrico puede escribirse como | r 0 | 
0 0 геп ө 
En general, para coordenadas ortogonales, ёл = 0 para j = k. 
811 812 813 
а) Exprese el determinante g = |£21 822 223 | еп términos de los elementos del segundo renglón y sus co- 
831 832 833 


factores correspondientes. b) Demuestre que gG(j, k) = g, donde G(j, k) es el cofactor de gj, en g, y donde 
la suma se hace sólo sobre К. 


Solución 


а) El cofactor de gj es el determinante obtenido a partir de g por medio de (1), al eliminar el renglón y la columna 
en la que aparece өд, y (2) con la asociación del signo (— 1y** a dicho determinante. Entonces, 














Cofactor de g2, = (—1)?*! 812 813 , Cofactor de 22 = (—1)*? &11 813 
832 833 Wi. ds 

Cofactor de g3 = (— 1??? gnu 812 

831 832 








Estos cofactores se denotan como С(2, 1), GQ, 2) y GQ, 3), respectivamente. Entonces, según un principio 
elemental de los determinantes, 


821GQ. 1) + g226(2, 2) + g23G(Q, 3) = g 


b) Al aplicar el resultado del inciso a) a cualquier renglón o columna se tiene que g;j,G(j, k) = g, donde la suma se 
realiza solamente sobre k. Estos resultados se cumplen cuando g = |g; es un determinante de N-ésimo orden. 


8.32. 


8.33. 


8.34. 


8.35. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


a) Demuestre que 25;G(3, 1) + 222G(3, 2) + 223G(3, 3) = 0. 
b) Pruebe que gj, G(p, k) = 0 sij + p. 


Solución 
&1 812 813 

a) Considere el determinante |g21 822 823 |, que es igual a cero porque los últimos dos renglones son idénticos. 
821 822 823 


Al desarrollar de acuerdo con los elementos del último renglón se tiene que 
821С(3, 1) + g2GG, 2) + 2236(3, 3) =0 


b) Al igualar los elementos correspondientes de dos renglones (o columnas) cualesquiera, es posible demostrar, 
como en el inciso a), que gj G(p, К) = 0 si j = p. Este resultado también se cumple para determinantes de N- 
ésimo orden. 


„ GQ, К 
Se define е = 2 


donde G(j, k) es el cofactor de g; en el determinante g = | б + 0. Demuestre que 


gg = 8). 


Solución 





De acuerdo con el problema 8.31, gj = l, o bien gj g^ = 1, donde la suma se realiza sólo sobre k. 


G(j. k) 
8 


К 
Со, а gg = 0, si р =]. 





Por el problema 8.32, gj, 


Entonces, gig" (= 1 sip 2jyOsipz j) = 8. 

Se ha empleado la notación g^ aunque aún no se haya demostrado que esté garantizada (es decir, que g es un 
tensor contravariante de rango dos). Esto se establece en el problema 8.34. Observe que el cofactor ha sido escrito 
como G(j, k) y no como G^, puesto que es posible demostrar que no es un tensor en el sentido habitual. No obstan- 
te, puede probarse que es un tensor relativo de peso dos que es contravariante y con dicha ampliación del concepto 
de tensor, la notación С^ queda justificada (vea el problema complementario 8.152). 


Demuestre que g* es un tensor simétrico contravariante de rango dos. 


Solución 


Como gj, es simétrico, G(j, k) es simétrico, por lo que 25-00, ЮУ. 8 es simétrico. 
Si В? es un vector arbitrario contravariante, B4 = ёр, 8? es un vector arbitrario covariante. Al multiplicar por g^, 


g"B, = gg, B" = ôl BP — Bl. obien g"B, = pi 


Como B, es un vector arbitrario, g" es un tensor contravariante de rango dos, por la aplicación de la ley del cocien- 
te. El tensor g* se llama tensor métrico conjugado. 


Determine el tensor métrico conjugado en coordenadas: a) cilíndricas y b) esféricas. 








Solución 
1 0 0 
a) Del problema 8.30a), 9 -|0 р? 0|=p? 
0. 0 1 
11 _ Cofactor de gii 1|p 0 зз _ Cofactor de 833111 0 
E = =1, g = = 2|-1 
8 |0 1 g Plo p 











22 _ cofactor de g 1 | 1 0 | 1 1 _ Cofactor de 812 1 la 0 | 
-— а=: == А 8 Нэвт = рээ 0 
g |0 1| р? g po 1 
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De manera similar, g% = 0 si ¡+ k. El tensor métrico conjugado puede representarse en forma matricial como 
sigue 














0 0 1 
1.0 0 
b) Del problema 8.30b), g =|0 r? 0 = rf ѕеп? Ө 
0 0 sero 
1 1 | 
Igual que en el inciso a), encontramos que g!! = 1, g” = 5, g” 5; Y 8 = 0 para j + k, y en forma 
matricial esto se escribe así 5 r? sentó 


1 0 0 
fo 1/7? 0 | 


0 0 1/?зе?Ө 


8.36. Encuentre: a) g y b) 6 correspondiente a ds? = 5(dx!? + 3(dx*Y + Ad  — 6 dx' dx? +4 d? dx. 


Solución 














а) 811 = 5, g2 = 3, £33 =4 812 = 821 = 3, 823 = 832 = 2, 813 = 831 = О. 


5 —3 0 
Entonces, g = | —3 3 2|=4. 
0 2 4 








b) Los cofactores G(j, k) de gj, son 


G(1, 1) = 8, GQ, 2) = 20, G(3, 3) = 6, G(1, 2) = GQ, 1) = 12, GQ, 3) = G(3, 2) = —10, 
С(1, 3) = С(3, 1) = —6 














Entonces, g! 2: 52? 5, g” 3/2, g" g 3, g? Ган E 5/2, g? = gl = -3/2 
Observe que el producto de las matrices (gj) y (g) es igual a la matriz identidad, I, es decir: 


5 —3 0 2 з -3/72 100 
-3 32 3 5 -5/2]|=ļ|0 1 0 
0. 2 4| [=3/⁄2 —5/2 3/2 0 0 1 
Tensores asociados 


8.37. Sea A; = gj AF. Demuestre que А“ = gl A;. 
Solución 


Multiplique A; = А“ por g^. Entonces, gA; = g/^g,A* = 8{А* = A1, es decir A1 = вА; o bien АС = A). 


Los tensores de rango uno, A; у А“ se llaman asociados. Representan las componentes covariante y contrava- 
riante de un vector. 


8.38. a) Demuestre que L? = pg A" A? es un invariante. b) Demuestre que [х= g"A,A,. 


Solución 


a) Sean A; y A* las componentes covariante y contravariante de un vector. Entonces, 
ax -q _ 08 
дх* 





Ar 


8.39. 


8.40. 


8.41. 


PROBLEMAS RESUELTOS 





АА = yA = АА CAM 


de modo que А,4/ es un invariante que llamaremos 12. Entonces, puede escribirse 
І2 = АА! = g ФАА! = gy, AAT 


b) Del inciso а): 12 = A¡A/ = А; YA, = g*A;A, = g"A,A,. 
La cantidad escalar о invariante L = ,/АА? se Пата magnitud o longitud del vector con componentes 
covariante A, y contravariante A”. 


a) Suponga que А? y B? son vectores. Demuestre que 2544" В“ es un invariante. 
8pgA" B4 


b) Demuestre que = 
APA, ВВ) 


Solución 


es un invariante. 


a) Según el problema 8.38, А?В, = A” g,¿B1 = gj,A" B? es un invariante. 


AP B4 
b) Como A"A, y B“B, son invariantes, ,/(APA,M(B1B,) es un invariante, por lo que Spe 


Se define y (APA BB) 
2p4 A" BI 
y APA, XBIB,) 


como el coseno del ángulo entre los vectores A" y Ві. Si g,}APB1 = APB, = 0, los vectores se llaman ortogo- 
nales. 


es un invariante. 


cos 0 — 


Exprese la relación entre los tensores asociados: 


а) A y Ар, b) Af y AY, с) ATZ y Ауу. 


Solución 


a) АМ = g 8*1 gA pqr o Араг = 2 jp 8 ka81r Al" 
b) АЎ = gjgi AT" o A = gg" AT, 

c) Аб = gg" guÁj A o А ЗэйД ИР Айуу 
Demuestre que los ángulos 012, бэз y 03 entre las curvas coordenadas en un sistema de coordenadas tridimen- 
sional están dados por 


812 


J/81822. 


$23 $31 
cos 03, = 


A/ 822833 ; A/ 833811 


cos 0j; = cos 053 = 





Solución 
А lo largo de la curva coordenada x!, х2 = constante y x? = constante. 
Ent de la f strica, ds? = gi (dx! o bi шинэ 
ntonces, de la forma métrica, ds? = gii(dx ) o bien — = Я 
8 ds A/ 811 
Así, un vector tangente unitario a lo largo de la curva xl es Ат = —— ô. De manera similar, los vectores unitarios 
811 
2 3 r 1 г r 1 r 
tangentes a lo largo de las curvas coordenadas x^ y х” son: А5 = —— ô; y А5 = —— 03. 
№ 822 A/833 7 
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El coseno del ángulo 6j» entre A1 y A5 está dado por 





] 1 812 
cos 012 = gy, AL A3 = g 8,0) = . 
Ск Ра 8 A822 us № 811822 


Los otros resultados se obtienen de manera similar. 


8.42. Demuestre que para un sistema de coordenadas ortogonal, g12 = 53 = 231 = 0. 


Solución 
Esto se concluye de inmediato del problema 8.41 si se hace 02 = 053 = 03, = 90”. Del hecho de que £5; = gap. 
también se concluye que 821 = 832 = 813 = 0. 
1 1 
8.43. Demuestre que para un sistema ortogonal de coordenadas, 811 = т, 822 = 55. 833 = 5. 
8 
Solución 


Del problema 8.33, "о, = бр 





Si p=q= 1, 88и 10 611 +88 t gPgsi = 1. 

1 

1 e 1 

En forma similar, si p = q = 2, 82 = ¿E y si P =q = 3, 83 = 5. 


Entonces, con el uso del resultado del problema 8.42, 211 = 


Símbolos de Christoffel 


8.44. Demuestre que: a) [pg, r] = [qp. rl, b) bs | = | 2 | с) ЇРЧ, rl = z M | 


Solución 


1 Ogpr | 0gor Ogpq 1 0gqr i 08pr двар 
a) Ip. a Гар ағ) 20а ам а) AP 


b) | x = g"[pq, rl = g"[qp, г] = l5] 





с) «| 2 = 818” [pq, ғ] = O,lpq. г] = [pg, k] 
o bien 
ра, К] = 5. i es decir: [p r]= Ls] 
q, = 8ks ра > * q, = 8, ра . 


Observe que la multiplicación de [ ра, г] por g”, tiene el efecto de reemplazar r por s, lo que sube el índice y susti- 


5 8 
tuye los corchetes por llaves para generar ра De modo similar, la multiplicación de | 1 por 2; O g,, tiene el 


efecto de sustituir s por r, lo que baja el índice y cambia las llaves por corchetes, lo que produce (рд, r]. 


8.45. Demuestre lo siguiente 





E de _ рп) 4 ат) P 
a) jm E [pm, q) + [qm, pl. b) ym = —2 ma —g "ud 
р д 
f Е 
8 (| Gan 8 
Solución 











1 08pg А Og mq дёрт | 1 08 ар | 08 mp 08 qm дврд 
оа. 1-3 "Ao Өх) 2\дх” Әм Ө?) àv 


PROBLEMAS RESUELTOS 


b) И (878) - 22089 = 0. Entonces 





dx" 
ж 980 | de 0 0 К н jk Bü 
ах" арта T V gym Әх" 
Al multiplicar рог g”, 
ir ag” ir ji 98) 
Ce 8087 лон 
дх дх 
es decir: 
„ 3g” irj . Я h s; 
sc 878” im, j] + Um, 0) 
o bien: 





да" ir] k jk] Y 
=—@ Y. - 8 : 
Ox" im jm 


y el resultado surge al sustituir r, k, i y j por p, q, n y n, respectivamente. 


c) Del problema 8.31, 2 = gj G(J, k) (sólo se suma sobre k). 
98 








Como G(¡, k) no contiene gj, de manera explícita, 5 = G(j, r). Entonces, al sumar sobre j у r, 
Ejr 
0g дв да» . 98” 
= = GG, r) 22: 
Ox" дәр 0x" Un ox" 
r 08 jr Нэх, : 
-87 Эн = gg" (Um, г] + [rm, j]) 


E (|| Y | M ) Ё M 


13g fj E 
xa A] о bien: T = =. 


El resultado surge al sustituir j por p y m por q. 


Por tanto, 





8.46. Obtenga las leyes de transformación para los símbolos de Christoffel de a) el primer tipo y b) el segundo 
tipo. 


Solución 


Ox" дх4 


a) Como Bk = ЭЕ зуй ВР” 


Әв PAYA A PP дм 
dv" acaxt ac Өх" ^ ax av axi a e 








La permutación circular de los índices /, k, m y p, q, r genera: 


Og, ӘХ Әх” Og, Әх? дхї Ox 2х4 Ox Q) 
ax — ax av" ov ах?) ax avia" 7 | gigi aen 8" 














дб _ дк” IP Igp I àv PP Pa aw 8) 
Әх — ax" Әх) ac Әх ax" ax ӘХ” | ax agn ах) 977 
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Al restar la ecuación (1) de la suma de la (2) más la (3), y multiplicar por 1, con el uso de la definición de los 
símbolos de Christoffel del primer tipo obtenemos que: 














Dk nj дх? 9x1 к 14 Qx ^ x 7 
“ЛЭ We ax aem РО "1 1 орах акт 8Р4 e 
23 дх" ax" 
b) Al multiplicar la ecuación (4) por g”” = Ээ 53 , obtenemos: 
з" mi Ox” 0x1 ax" ax" ax" He] PR ax ax ox" |, 
, m] => — , r]dÓ : zm 3 
g Әх) ax өх” Qe ax E PP TT gelaat ange ay 5 8 
Entonces, 
n Ox” dx? ax" Qux Әх" 
дє St 61 о“ 
МЕ E ао En 
дх? дхї дх'| 81. Pe Әх" 
— 8 azk av © Qx/ax* дл? 


: 5 
como ó;g"[pq, rl = g"[pq, rl = | | yd pe. = &'@8 = бу 


д2х” _ |n| дд [m 
8.47. Demuestre que malla а | pal 


Solución 





Әх? ài Әт" Ф? ae 
Del problema 5.460), л | = | 5 | ‚ 8x 
Ж pq 


9х/ ox* д^ " Qx/ x^ дл?” 


à 
Al multiplicar por = agn 





п |ә" afa „|5 Sy a 
: == Pon 
К] ox" əx! əx pq дх/дх 
Ox? дх | т Ra” 
xax | paf  avax 





2 m 


Al resolver para => 
дх? д 


-үр Se llega al resultado. 
x 


8.48. Evalúe los símbolos de Christoffel de a) el primer tipo y b) el segundo tipo, para espacios en los que gj, = 0 


























sip $q. 
Solución 
—Ó 1 (O8pp | д8рр _ 98р 1g, 
oSp-e-h 00 Dismas aream an) Зай! 
PEE 1 (08pr | 0gp.  Ogpp 10g 
л pa i= top n - (0 arar) 2e 
: 1 (де 0g 0g, 1 08, 
Si p=r £q, 2 = рр ар pay — _ 08рр 
RE „Да alos Ez д” ar) 206 


Si p, q y r son distintas, [pq, r] = 
Aquí no se utilizó la convención de la suma. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


21 
b) Según el problema 8.43, g” = — (no sumada). Entonces, 
Jj 


[pg, 5] 


55 





s | = g"[pq, r] =0 sir ж 5, y g"[pq. s] = (no sumada) si r — s. 


De acuerdo con el inciso a): 




















[рр, p] 1 8g 19 
51 р=4= 5, " | E a РР In gpp- 
pq Pp Spp 28pp Ө? 20x 
Si p-q* s, n |= |, |= 82201 дву, 
РЧ PP 8ss 2855 дх" 
i 1 1 ð 19 
Sip-szq, |, | | р | [pg, p] Spp — 1 Spp 
РЧ РЧ 8рр 28pp Ox! 20x 
Si p, q y s son distintas, Ё ЯС 
РЧ 


8.49. Determine los símbolos de Christoffel del segundo tipo en coordenadas: a) rectangulares, Б) cilíndricas y c) 
esféricas. 


Solución 

Pueden usarse los resultados del problema 8.48, ya que para coordenadas ortogonales gj, = 0 si p 7 q. 

a) En coordenadas rectangulares, gp =1 de modo que b. | = 0. 

b) En coordenadas cilíndricas, x! = p, x? = ф, x? =z, según el problema 8.30a) se tiene gi; = 1, 80225 p, 


233 = 1. Los únicos símbolos de Christoffel del segundo tipo distintos de cero pueden ocurrir donde p = 2. 
Estos son los siguientes: 

















1 1 9822 19, 
Фф Га (р ) кой р, 
22 2811 дх 2 др 
2 2 l 082 
x = e ? )- 
21 12 2822 дх 2 др 
c) En coordenadas esféricas, x! = r, 3? = 0, х = Ф, según el problema 8.30b) se tiene que gi; = 1, 227 = r?, 


233 = г” sen? 0. Los únicos símbolos de Christoffel del segundo tipo que son diferentes de cero ocurren donde 


p = 2 о 3. Éstos son: 




















1 ЕС 1 0822 z 19 ( 2) 2 
22| 26 ox! Зат 
2 2 1 0g22 1 ð ( 2) 1 
= = - p- 
21 12 2922 dx! 2r? dr r 
1 І д8з3 18,5 2 2 
le | = 2g, d = 3329 sen” 0) = —rsen 0 
2 1 ð 1 
la | ü 2822 23 =p ya sen” 6) = —sen cos 6 
3 3 1 0833 1 d sen? 0) = 
= = = r 
31 13 2933 dx! 2/2 sen 0ðr 
3 3 1 0833 1 
= = == sen? 0) — cot 0 
los] s] 2833 ӨХ? — 2r? sem? mi ) 


CAPÍTULO 8 ANÁLISIS TENSORIAL 


Geodésicas 


m» . t б Р tos 
8.50. Demuestre que una condición necesaria para que / = ЇЕ F(t, x, х) dt sea un extremo (máximo o mínimo) es 


аға (әү 
we z Na) 


Solución 


Hagamos que x = X(t), tj < t < t» sea la curva que hace que / sea un extremo. Entonces, x = X(t) + en(t), donde 
є es independiente de f, es una curva vecina que pasa por tı y t; de modo que 7)(11) = (t?) = 0. El valor de / para 
la curva vecina es: 


12 
(е) = [ro X + em, X + eù) dt 


ti 





ё Эс : dl 
Este es un extremo para e = 0. Una condición necesaria para que sea así es que — 

: : : : Aj: € 
bajo el signo de la integral, si suponemos que esto es válido, e=0 


= 0. Pero por diferenciación 


t 


9Р ӘЕ 
= || — n] а= 0 
И (нь) 
t 


ti 
ЭР ӨЕ |^ {а (Е [ füF d (ғ 
dt + Z pe us s E a а= 
[ата өх "|, 1-2) | e 2(5:) um 


ti ti ti 


dI 
de 





que puede escribirse como 








Е а [дЕ 
Como y es arbitrario, el integrando — — — а = 0 
Ox  dtXox 


El resultado se extiende con facilidad a la integral Ї F(t, xl, xl, x2, 32,..., x", XP) dt, lo que produce: 


ӨР а (ағ 
ak алх) — 


que se Патап ecuaciones de Euler о de Lagrange (vea también el problema 8.73). 


d . . А ас r | ах? dx? 
8.51. Demuestre que las geodésicas en un espacio de Riemann están dadas por d$ + 
5 


Solución 


12 


Debe determinarse el extremo de Ї / 8рдХ? ХА con el empleo de las ecuaciones de Euler (problema 8.50) con 


F = Y 8p4X. х. Se tiene que: 
ӨР _ 
дхк 


ti 


OF 1 | 
9 — 5 Epa х9) 122 gp io 





1 -руаду—1/2 98р ур; 
5 (8р0!) : a ХХ» 


ds — A SN 
Al usar P У 8pgX X1, las ecuaciones de Euler pueden escribirse de este modo: 


а (8p 1 дёрд .,. 
2034 = 
sl сэ cn 





O bien, 





ose uis hpc. opus 
Р 4 РК Уру ра pia — ӘР 
UST xa 5 
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as Ogpk p. 1/8 д шах E : 
Al escribir ын k Pyl = 2 ( » т £ Ї Н Ээ esta ecuación se convierte en: 
x x 


ёр? + [pg, k] x! = = 220 
M 


Si se utiliza la longitud de arco como parámetro, 5 = 1, 5 = 0, y la ecuación se transforma еп: 


Pubs d _ 
Spk ПОЙ pa; ds ds — 





Si se multiplica por g'* obtenemos: 





dix r | dx? dx? 
ds? ра | ds ds . 


La derivada covariante 


A 
8.52. Suponga que A, y A? son tensores. Demuestre que a) Ард = ЗА, = | 5 l^ 








дАР? 
y que b) A”, = qui + | a ja son tensores. 
Solución 
EO d 
C A; ===> А,, 
а) Como А; 3d А 
ү r t r 
JA; . ёх дА, дх | dy А. а) 
ox* ax ax Әх  ax/ox* 
Del problema 8.47, 





Ox" nlor axt Әх! [r 
avox* |К] ax" əxi əx* | il 


Al sustituirla en la ecuación (1), 








8A; Ox” Әх! дА, 21” 9х А дх ax [г 
axt awi azk av | 4 





. x" дх дА), | п Ja дх? 0x1 | $ | 


xov de | ук дхі ax* | pq 
о bien, 
BS [n], дидм үй, [s], 
ах“ [kJ " a axt Noxa (ра) 7 
A : ; : 
у eN A, es un tensor covariante de segundo rango, llamado derivada covariante de A, con respecto 
9x1 (ра 


de x^, y se escribe A, q. 
: xJ 
b) Como А = B a 
ax" | 
дА) adorare | Sx av 
axt aw ov ox  — avrà ar Q) 





Del problema 8.47, al intercambiar las coordenadas x y x, 


8x  [n|a/ w|i 
axraxt | | ax” дхгдх | il 
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Al sustituir en la ecuación (2), 


A aLa (п | аха, aaa [j|] 
azk aw üx* dx! дх" өх" əx" dx! дх^ 














Әх) Әх! дА” n | ax! dx j axi | [jl М 
= Zk zk бү А 
Ox" дх^ дх! Ox" 9x Ox" il 
2 дх/ 9x1 дАР „Јр ox! дх1 Р Ј q 

ar Әх axa | sq ) дх дх ik 


o bien, 
a [jl дж дле дА? [p 
шаг A =———{-—— AS 
e LH] lat an 


дАР Е ; : 
=> + | F ja es un tensor mixto de segundo rango, llamado derivada covariante de A? con respecto de х, 


i p 
y que se escribe como A^. 


8.53. Escriba la derivada covariante con respecto de x? de cada uno de los tensores siguientes: 


а) Ад, БАЙ, с) А, ФА, е) AM. 


Solución 


_ JA 5 8 j дА/ Л AN kl is 
a) Аа zi x са P Jas 1: | kq Jas b) A, = di — + 2 A" + gs A 
mE E ҮГЭЭР дА | 
> J БЭР Lok 22 J J 5 САН _= S ГОТА 5 j j ? 
E | kg j^ i | qs ja D Ais за | kq l^ | lg js 5 | 45 | 


jkl 
o A, em - | ы da - И | ee [лш Jal 
0x1 mqj ` nq 48 qs 45 


8.54. Demuestre que las derivadas covariantes de las expresiones siguientes son igual a cero: a) ёл, b) g y c) 8. 





Solución 
0gj 5 5 98) : { ? 
а) вра = B = P les = ү le. 17 14. К] — [kq, j] = 0 según el problema 8.45a). 


b) gh = © LP оГ Vos = 0 según el probi 8.45b) 
847 әм qs 8 qs 8 según el problema 8.45b). 


Jo ok. o j J IN E J J 2 
o [sae] -o- [21d] гө 


8.55. Encuentre la derivada covariante de A) В!" con respecto de л. 


Solución 


; Ә(А/ В!" sl, 5], | 1}, Цаг: 
(AB!) = alab") 588). Ai Ві" — ALB" + d A;Bh + ALB" + A, В? 
4 0x1 Ка)” nq 1 qs qs qs 


дА! ; j ap" l 
=[%-1* aid вт -1 $ gm] 7 lg вв 
0x1 Ка)” 48 ENT nq) ` qs qs 


l | pl 
m Eh В F AB, 


8.56. 


PROBLEMAS RESUELTOS 





Esto ilustra el hecho de que las derivadas covariantes de un producto de tensores obedecen las reglas de las deriva- 
das ordinarias del cálculo elemental para un producto. 


Demuestre que (er) = gam 
Solución 
(gx AT » = вА" + 8А = 7 8жАп 


como & = 0, de acuerdo con el problema 8.54a). En la diferenciación covariante, gx, g y 8] pueden ser tratados 
como constantes. 


El gradiente, la энэх y el rotacional en forma tensorial 


8.57. 


8.58. 


8.59. 


8.60. 


Demuestre que div A? — MT A*). 


Vgàc 
Solución 


La divergencia de A? es la contracción de la derivada covariante de 4”, es decir, la contracción de AP o Ар. Enton- 
ces, con el empleo del resultado del problema 8.45c), 


k 
diva? = АР, = 24] P [дк 
ax* pk 


AE Gen Ge ttn 





1 9 9Ф 
Demuestre que У?Ф = NIS ( gg" s) 
Solución 


El gradiente de Ф es grad Ф = УФ = 9Ф/дх”, tensor covariante de rango uno (consulte el problema 8.65) definido 
como la derivada covariante de Ф, y que se escribe así: Ф ,. El tensor covariante de rango uno asociado con Ф, es 
Аб = g'"90 /0x”. Entonces, por el resultado del problema 8.57, 


oo 1-9 9Ф 
V?^o = di то PA po 
d (е A ү Ө (ve e) 


Demuestre que Apy — Аџр = = 
Solución 
A A A Ay 
Ара — Ар = 9Ap fs А,|— да fs А, _ дА» 8 
| 1 0x1 pq дх? qp дхї“ Ө? 
Este tensor de rango dos se define como el rotacional de А). 


Exprese la divergencia de un vector A” en términos de sus componentes físicas para coordenadas: a) cilíndri- 
cas y b) esféricas. 


Solución 


a) Para coordenadas cilíndricas x! = p, 3? = ф, x? = z, 


© 


=p” y A/8 — p (vea el problema 8.30a) 


эу 
00 


1 
-10 р 
0 








о 
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Las componentes físicas, denotadas рог Ap, Ад, Az, están dadas por 


А, VIA = А!, Аф = / 23 = рА? у А, = V/A = А? 











Entonces, 
1.9 119 д д 
div АР = — — (gA^) = Ap) + — (Aq) + A: 
iv NIS (845) ЯГ p) YA Ф) ze ә) 
b) Para coordenadas esféricas, x! = r, x? = ду x? = ф, 
1 0 0 
g-|0 r” 0 = г®зеп^°0 у /g= r sen 0 (consulte el problema 8.30) 

0 0 rsen Ө 


Las componentes físicas, denotadas por A,, Ao, Ag, están dadas por 


A, = Vena! = А!, Ад = [EnA = rA? y Ад = (834% = r sen 0A? 


Entonces, 
1 ð 
div A^ = — — (Vga!) 
g дх 


1 9. д д 
= ————— |— А) +— Ав) + —(rA 
seno E (r^ sen ӨА,) 36 (rsen Ө Ае) 9ф (r | 


1 044 
гѕеп Ө дф 


йг. 
r? ðr 








1 ð 
2A) + 0 Ao) + 
(rA) nda ЫШ 0) 


8.61. Exprese el laplaciano de b, У?Ф, en coordenadas: a) cilíndricas y b) esféricas. 


Solución 


a) En coordenadas cilíndricas, g!! = 1, g? = 1/p?, g? = 1 (vea el problema 8.35a). Entonces, de acuerdo con el 
resultado del problema 8.58, 











1 ə odo 
vo 25 kr 
WS (vas 2) 
119 oo | 9 (19Ф ‚ д oo 
^ р|др Р 3p т 0b Ap 9o “zO ас 
-15( 5): 0196 wo 
© рдр\ 3p] “раф o2 
b) En coordenadas esféricas g!! = 1, g? = 1/77, g? = 1/r? sen? 0 (consulte el problema 8.355). Por tanto, 


1 Ф 
ей (YEE зу 
АЕО С , Фү, гү 1 дФ 
senal дг 901770 дф Nsen0 дф 


19(-,0Ф д 00 д ab icd ФФ 
= sen 
Pa ðr г? sen 090 90 r2 sen? 0 аф? 














PROBLEMAS RESUELTOS 


Derivadas intrínsecas 


8.62. Calcule las derivadas intrínsecas de cada uno de los tensores siguientes, si se suponen funciones diferencia- 
bles de t: a) un invariante b, 5) A, c)A, y d) AT. 














Solución 
q 
a) ap 7 ME Qd zd la derivada ordinaria. 
ôt = dt 0x1 dt dt 
SA! dx 9А7 j аха | 9A аха 7 dx 
= ді = | Д-р ATI AS 
b) ôt ч а E | qs | ) dt | Ox? dt | qs | dt 
e, dA! E j A аха 
^ dt qs dt 





8А| ¡da (83) [s], j аха 
— A 2 К А} Ap 
0 ^4 qi (6 ls] | |] ) а 


ад! ‚4х4 j 4 
эр К 5 А + Ј A; de 
kq 5 dt q 


" ” 
Ai ын АЙ ын 22 Aim, : Аў = : АВ, 
ôt 4 dt 0x1 lg) ` mq) ` 
5 г j k is Y dx 
иии 
пд qs qs dt 
2 217 417 {дж daxi js AF der js АЛ qe 
Es dt 1 sm dt lsn dt lms dt 
q mq nq 


j dx k 5 dx 
qs dt qs dt 





8.63. Pruebe que las derivadas intrínsecas de ёл, gy 8 son iguales a cero. 





Solución 
бек ах бө? 4, dx? 86] ; dx? Р 
5 = (94) Т = 0, a gl d = 0, 25 - à, di — 0, según el resultado del problema 8.54. 


Tensores relativos 


8.64. Sean А? y B; tensores relativos de pesos w y w2, respectivamente. Demuestre que sus productos interno y 
externo son tensores relativos de peso w; + w». 


Solución 


Por hipótesis, 





8 ай у рт р, EB Өй 
A Ox” Qx* ӘХ" ' 


El producto externo es 
АВ! ээ [е +»? ———————APp5 


un tensor relativo de peso w, + w». Cualquier producto interno, que es una contracción del producto externo, tam- 
bién es un tensor relativo de peso w; + у». 


8.65. 


8.66. 


CAPÍTULO 8 ANÁLISIS TENSORIAL 


Demuestre que ,/g es un tensor relativo de peso uno, es decir: un tensor densidad. 


Solución 
: E дх? ox 
Los elementos del determinante g dados por gpq se transforman de acuerdo con gj, = = = 8р: 
ax! ax* 
дх? | | дх4 
Al obtener determinantes en ambos lados, g = | —|| —g = J?g o /g = J,/g, lo que prueba que es un tensor 
8 = [asl 68 8 0 V3 = Ју, lo que p que /8 














relativo de peso uno. 
Demuestre que dV = /g dx! dx? +++ dx es un invariante. 


Solución 


Según el problema 8.65, 
dV = Vg drid? ...d Y = gJ асах . - - dx" 


ахах .. de = Jg dx de -.. dx" = ау 





дх 
= 8 E 
De esto se concluye que si es un invariante, entonces, 
|а [ow 
ӯ y 


para cualesquiera sistemas de coordenadas en los que la integración se efectúe sobre un volumen en un espacio N 
dimensional. Es posible plantear un enunciado similar para las integrales de superficie. 


Aplicaciones diversas 


8.67. 


8.68. 


8.69. 


Exprese en forma tensorial lo siguiente: a) la velocidad y 5) la aceleración de una partícula. 


Solución 
NOME ; А ИГ”: 
а) Sila partícula se mueve а lo largo de una curva x* = x*(£) donde t es el parámetro tiempo, entonces v^ = up 
su velocidad y es un tensor contravariante de rango uno (consulte el problema 8.9). : 
k 2 
. U d . 2 
5) La cantidad “иар 2 general по es un tensor, por lo que no puede representar la cantidad de aceleración 
física en todos los sistemas de coordenadas. Se define la aceleración а“ como la derivada intrínseca de la velo- 
биќ 


cidad, que es а“ = -вр que es un tensor contravariante de rango uno. 
t 


Escriba la ley de Newton en forma tensorial. 


Solución 


Suponga que la masa M de la partícula es un invariante que no depende del tiempo t. Entonces, Ma* = F*, tensor 
contravariante de rango uno, se llama fuerza de la partícula. Así, la ley de Newton puede escribirse como: 


Е* = Ма* = ye 
дї 
k 2 yk D 4.4 
Бүл дад idee раа, 
ôt аг ра | dt dt 


Solución 


Como 17 es un tensor contravariante, según el problema 8.62b) se tiene que: 
5 de k) de dk k p de ах k | dx? аха 
= | v = | = | 
а dt qs] dt ағ qp d ае pq) dt dt 
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8.70. Encuentre las componentes físicas de: a) la velocidad y b) la aceleración de una partícula en coordenadas 
cilíndricas. 


Solución 


a) Del problema 8.67a), las componentes contravariantes de la velocidad son: 


dy dp de а de dz 
dt dt’ Е ? 





dt dt dt dt 
Entonces, las componentes físicas de la velocidad son: 


dx! dp dx? аф do dz 
VEI e cupo A c gp Y NG а 


con el uso de gi; = 1, 22 = ^, 83 = 1. 








b) Delos problemas 8.69 y 8.49D), las componentes contravariantes de la aceleración son 


dx! | 1 ааг ар (2) 























de 22| dt d d£ dt 
y ux 2 | dx! dx? 2]|d?dx Фф 24араф 
а = | = | 
d? 12) dt dt 21] dt dt d? раа 
y 
Ш d^ = d?z 
d? а 


Entonces, las componentes físicas de la aceleración son: 
vana =р—рф, Jma = рф+2рф y gua =? 
donde los puntos denotan diferenciaciones con respecto del tiempo. 


8.71. Suponga que la energía cinética T de una partícula de masa, M, constante que se mueve con velocidad de 
magnitud v, está dada por T = 3 Mv? = Ме A^ X^. Pruebe que 


d ( 0T oT 
LIE Tm 
di (5) pe 


donde a; denota las componentes covariantes de la aceleración. 


Solución 


Como T = 5 Маі, se tiene: 
ƏT dde TO к d (ƏT мо? 
эк 7M ^^ ; эрк = Mni Y ais = M| gig Tem 
Por tanto, 





dt өх” дхќ axi 
=M q q | р pq x? q 
(sss 2 ( wa ду) 
= M(8kqX! + [pq, k]x? x?) 


d ( 0T oT en c Ufa. 198ра .,. 
( )- is - (ne? 4 lit 354 АХ 








r 
= Mg (+ + | ee) = Мера’ = May 
Pq 


con el empleo del problema 8.69. Este resultado puede usarse para expresar la aceleración en diferentes sistemas 
de coordenadas. 


8.72. 


8.73. 


8.74. 


8.75. 
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Utilice el problema 8.71 para encontrar las componentes físicas de la aceleración de una partícula en coorde- 
nadas cilíndricas. 


Solución 








Como ds? = dp? + р? dd? + аг, v? = (ds/dt. = è + d? - 2 y T -1Mv? =1M(P? + р?ф? + 2) del proble- 
ma 8.71, con x! = p, 3? = фу хў = z, encontramos que: 








Е . а. 3 
а-р- po, a» = 40 9» аз = 1 


Entonces, las componentes físicas están dadas por 
aj a» аз 


VEN” 3/22, 8» 


уа que gi, = 1, 822 = p? y 833 = 1. Compare este resultado con el del problema 8.70. 








" 1d Я 
р Re ae ф), 2 











oV 
Suponga que la fuerza covariante que actúa sobre una partícula está dada por Р, = — =, donde а) 
: : d ( 9L oL 
es la energía potencial. Demuestre que — | — | — 7 = 0, donde L = T- V. 
dt Хөх дх* 
Solución 
oL ƏT | : ok 
DeL=T-V, Е ағ ya que V es independiente de х". Entonces, del problema 8.71, 
X "X 
d (Әт oT дү d (OL aL 
= Ma; = Е; = = 
dt (2) дй о К дм У ш (2) ЕТ? 


La función L se llama lagrangiano. Las ecuaciones que involucran a L, llamadas ecuaciones lagrangianas, son im- 
portantes en la mecánica. Según el problema 8.50, se concluye que los resultados de este problema son equivalentes al 
enunciado de que una partícula se mueve en forma tal que [D L dt es un extremo. Esto se llama principio de Hamilton. 


Exprese el teorema de divergencia en forma tensorial. 


Solución 


Sea que А“ defina un campo tensorial de rango uno, y у; denote el unitario normal a cualquier punto, dirigido hacia 
fuera de una superficie cerrada 5 que limita un volumen V. Entonces, el teorema de divergencia establece que 


f^ dV — J^» dS 


Para un espacio N dimensional, la integral triple es reemplazada por una integral de orden N, y la integral doble por 
una de orden N — 1. El invariante АС es la divergencia de АТ (consulte el problema 8.57). El invariante Абу, es el 
producto escalar de АГ y vp análogo a A · n en la notación vectorial del capítulo 2. 
Hemos expresado el teorema en forma tensorial; entonces, se cumple para todos los sistemas de coordenadas, 
ya que lo hace para sistemas rectangulares (vea el capítulo 6). También revise el problema 8.66. 
Exprese en forma tensorial las ecuaciones de Maxwell: a) div B = 0, b) div D = 4лр, 
1 В 41 


c) УхЁ----- y d) УХН--- 
c Ot C 


Solución 


Defina los tensores В“, D*, Ep, Ну, І“ y suponga que p y c son invariantes. Entonces, las ecuaciones pueden escri- 
birse como sigue: 


a) В —0 y b) D', = 4тр 


> 1 9В/ А А 1 9В/ 
нэ ОНА ж 


PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS € 


| 4т1} ) 4qli 
k : k 
d) — €e" Hy, = Lac о bien € ^H, == x 


Estas ecuaciones forman la base de la teoría electromagnética. 


8.76. а) Demuestre que Ар дг — Ару = Ко An, donde A, es un tensor covariante arbitrario de rango uno. 
b) Demuestre que А”, es un tensor. c) Pruebe que Rpgrs = g,,R5,, es un tensor. 











pqr pqr 
Solución 
дА д j 7 
22 Пасо ои es A 
а) Ара = (Ap. à), ay 2 ls РА р, j 
29 (аљ [Soy PL [7 Mo үтү, 
ox" \ 9x1 рӯ Ч pr | Хдх4 jq qr | \ ax Di 
ФА afila [41% plu, рл А, 
дх”дх4  Ox' | pq ? ра ) 9x рғ) дх4 рг) Ua 


j (111 
ИСИМЕ 
qr J 8» qr J A pj 


A] intercambiar q y r y restar, encontramos que: 


jfk 917 i) [k 917 
Apar 8 Зөн z | | | Ї jas E | | l^ n | | || 1 ^ un | | l^ 
pr) (ја dx” | pq pq) (jr 9x1 | pr 
2 | | " STIS 
pr) lkq ox” | pq ра kr 0x1 | pr 


= R А; 


кы КЫЫ. 25255415 TA 
Si рг} (ка) ov (ра ра) (к) дх (рг 
Se Пера al resultado al sustituir j por n. 


b) Como А дг — Ap.rg es un tensor, Ар, „А, es un tensor; y como A, es un tensor arbitrario, según la ley del cocien- 
te R”, , es un tensor. Este tensor se denomina tensor de Riemann-Christoffel, y en ocasiones se escribe como 
Ку, О simplemente R7 


par 
n 
Roo Кр, part | 
с) Кра = 8л» €S UN tensor asociado de А", por lo que es un tensor. Se llama tensor covariante de curvatura 
y tiene importancia capital en la teoría general de la relatividad de Einstein. 


PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


8.77. Escriba cada una de las expresiones siguientes con el uso de la convención de la suma. 





donde 











а) ax + aP H o + ayx o а) g? gu + 822821 + 83831 4-8 84 
b) A?"B, -A?B; +А??Вз +- +A™^By е) ВІ?! + В!22 + В221 + В222 
c) ALB! + AB? + ALB? +--+ АВ“ 


8.78. Escriba los términos de cada una de las sumas indicadas a continuación. 


8 " Р 8x! àx* 
Ie A = АВС; М = 2 Бало 
а) ЭЁ (СвА®),М 23 b) С № с) Эх aon 
8.79. (Qué lugar geométrico representa a;x*x* = 1, donde xXx k = 1,2, ..., N son coordenadas rectangulares, ас son 
constantes positivas, y N = 2,3 0 4? 


8.80. 
8.81. 
8.82. 


8.83. 
8.84. 


8.85. 


8.86. 
8.87. 


8.88. 


8.89. 
8.90. 
8.91. 


8.92. 


8.93. 
8.94. 
8.95. 
8.96. 


8.97. 
8.98. 


8.99. 
8.100. 


8.101. 


8.102. 
8.103. 


8.104. 


CAPÍTULO 8 ANÁLISIS TENSORIAL 


Sea N = 2. Escriba el sistema de ecuaciones representado por а, = bp. 
Escriba la ley de transformación рага los tensores а) AÏ, b) ВЇК, с)См, 4) Am: 


Suponga que las cantidades B(j, k, m) y C(j, k, m, n) se transforman de un sistema de coordenadas x a otro 
x! de acuerdo con las reglas siguientes 
а) В(р. а, т) 225 ЭХ Эс ву icm) b) Сүр, qnm уту 

Жи ax дхїдх" л? Нил ax ax* Әх” ax" 
Si lo son, escríbalos con una notación apropiada y diga el rango y los órdenes covariante y contravariante. 


C(j, К, m, n). Determine si son tensores. 


¿Cuántas componentes tiene un tensor de rango 5 en un espacio de 4 dimensiones? 


Demuestre que si las componentes de un tensor son cero en un sistema de coordenadas, entonces son iguales 
a cero en todos los sistemas coordenados. 


Demuestre que si las componentes de dos tensores son iguales en un sistema de coordenadas, son iguales en 
todos los sistemas. 


Haga la demostración de que la velocidad, dx^/dt = v*, de un fluido es un tensor, pero que dv*/dt no lo es. 


Encuentre las componentes covariantes y contravariantes de un tensor en coordenadas: a) cilíndricas p, ф, z, 
b) esféricas, r, Ө, ф, si sus componentes covariantes en coordenadas rectangulares son 2x — z, x?y, yz. 


Las componentes contravariantes de un tensor en coordenadas rectangulares son yz, 3, 2x + y. Encuentre sus 
componentes covariantes en coordenadas parabólicas cilíndricas. 


Evalúe а) 50/9, Pb)8/8/AT, с)8?8@ y а) 628188 


р? 5 рт 


Suponga que А? es un tensor. Demuestre que A?” es un tensor contravariante de rango uno. 


1 j=k : ; ur эм - 
Demuestre que б = | 0 ; 24 no es un tensor covariante, como pareciera indicarlo la notación. 
- дх4 oP — 
Sea A, = ¿por Demuestre que A, = agr 
= ox” ox? Ox? dX —p 
Sea A" = — —. A4. Demuestre que 49 = — — A. 
aaa ue As так" 


Suponga que Ф es un invariante. Determine si 9“Ф/дх”дх? es un tensor. 
Sean Af y В, tensores, pruebe que АРВ” y A7B' son tensores y determine el rango de cada uno. 


Suponga que А? es un tensor. Demuestre que A"? + А es un tensor simétrico, y que A7? — А es un tensor 
simétrico oblicuo. 


Suponga que А? y B, son tensores simétricos oblicuos. Demuestre que С? = A”1B,, es simétrico. 


Suponga un tensor simétrico (simétrico oblicuo). ¿Las contracciones repetidas del tensor también son simé- 
tricas (simétricas oblicuas)? 


Pruebe que Aj43?x? = 0 si Aj, es un tensor simétrico oblicuo. 


¿Cuál es el número más grande de componentes diferentes que un tensor simétrico contravariante de rango 
dos puede tener cuando: a) N = 4 y b) N = 6? ¿Cuál es el número para cualquier valor de N? 


¿Cuántas componentes distintas de cero, además de una diferencia en el signo, tiene un tensor simétrico 
oblicuo, covariante y de tercer rango? 


Suponga que A”? es un tensor. Demuestre que una contracción doble genera un invariante. 


Demuestre que una condición necesaria y suficiente para que un tensor de rango R sea un invariante por con- 
tracción repetida es que R sea par y que el número de índices covariantes y contravariantes sea igual a R/2. 


Dados los tensores Aj, y В", demuestre que el producto externo es un tensor de rango cuatro, у que pueden 
formarse dos productos internos de rango dos y cero, respectivamente. 


8.105. 


8.106. 


8.107. 


8.108. 
8.109. 


8.110. 


8.111. 


8.112. 


8.113. 


8.114. 
8.115. 


8.116. 


8.117. 


8.118. 
8.119. 


8.120. 


8.121. 


PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


Sea A(p, q)B, = С”, donde B, es un tensor covariante arbitrario de rango uno, у C" es un tensor contravariante 
de rango uno. Demuestre que A(p, q) debe ser un tensor contravariante de rango dos. 


Sean A” y B, tensores arbitrarios. Demuestre que si А”В,С(р, q) es un invariante, entonces C(p, q) es un 
tensor que puede escribirse como C7. 


Encuentre la suma 5 = A + В, la diferencia D = A — B, y los productos P = AB y О = BA, donde A y B son 
las matrices siguientes: 


papae op заг A duci 
-1 3 —1 -1 -2 2 

Encuentre (ЗА — 2B)(2A — В), donde A y B son las matrices del problema anterior. 

a) Verifique que det(AB) = (det Aj (det В) para las matrices del problema 8.107. 

b) ¿Se cumple que det(AB) = det(BA)? 


-3 2 -1 
Sean А = |] 2 Ч В- 1 3 —2 
21 2 


Demuestre que: a) AB está definido y calcülelo, b) BA y A + B no están definidos. 


2 -l1 3 х 1 
Encuentre х, y y z de modo que 1 2-1 у(-1-3 
-1 3 --211: 6 


La inversa de una matriz cuadrada A, que se escribe A— 1 está definida por la ecuación AA —! = I, donde I es 
la matriz identidad que tiene unos en su diagonal principal y ceros en todos los demás elementos. 


1 -—1 1 
Obtenga A—!, si a) А = E 211 b) А-|2 1 —1 |. Es A^!A = І en estos casos? 
1 —1 2 
2 1 —2 
Pruebe que А = | 1 -2 3 |no tiene inversa. 
4 -3 4 
Pruebe que (АВ)! = B7!A~!, donde A y B son matrices cuadradas no singulares. 


Exprese con notación matricial las ecuaciones de transformación para: a) un vector contravariante, b) un 
tensor covariante de rango dos y c) un tensor mixto de rango dos. 


2 -2 : [ ; 
Dada A = Ё 1 Ї determine los valores de la constante A de modo que АХ = AX, para cierta matriz Х 
diferente de cero (y que depende de A). Estos valores de A se llaman valores característicos o eigenvalores 
(o valores propios) de la matriz A. 


La ecuación F(A) = O del problema anterior, para determinar los valores característicos de la matriz A se 
llama ecuación característica de A. Demuestre que F(A) = O, donde F(A) es la matriz que obtenemos al 
sustituir А por A en la ecuación característica, y donde el término constante c es reemplazado por la matriz 
cl, y O es una matriz cuyos elementos son cero (y se llama matriz nula). El resultado es un caso especial del 
teorema de Hamilton y Cayley, que dice que una matriz satisface su propia ecuación característica. 


Demuestre que (АВ)! = B'AT, 


Determine el tensor métrico y el tensor métrico conjugado en coordenadas: a) cilíndricas parabólicas y b) 
cilíndricas elípticas. 


Considere la transformación x' = ар? + b", donde a”, y b” son constantes tales que ага, = 97. Pruebe que по 
hay diferencia entre las componentes covariantes y contravariantes de un tensor. En el caso especial en el que 
las transformaciones son de un sistema de coordenadas rectangulares a otro, los tensores se llaman tensores 


cartesianos. 


Determine g y 6! que corresponden a ds? = 3(dx!? + 2(d2y) + 4d y — 6(dxl dò). 





8.122. 
8.123. 


8.124. 


8.125. 


8.126. 
8.127. 
8.128. 
8.129. 


8.130. 


8.131. 


8.132. 
8.133. 
8.134. 
8.135. 


8.136. 


8.137. 
8.138. 
8.139. 


8.140. 
8.141. 


8.142. 


8.143. 
8.144. 


CAPÍTULO 8 ANÁLISIS TENSORIAL 


Sea А“ = gřA;. Demuestre que А; = gj A" y а la inversa. 
Exprese la relación entre los tensores asociados 
| | д jk 
a) A y Аў, b) A y Ag y с) Ату A 
Demuestre que a) АВ”, = АМВ, y b) АГ4В? = А7, B" = А; В",. Esto demuestra el resultado general de que 


un símbolo mudo en un término puede bajarse de su posición superior, o bien subirse de su posición inferior, 
sin cambiar el valor del término. 


Demuestre que si po = B. C,, entonces Ар = BpqCr y APT = Bj С”. Esto demuestra el resultado de que un 
Índice libre en una ecuación tensorial puede subirse o bajarse sin que se afecte la validez de la ecuación. 


Demuestre que los tensores g,4, 2 у & son tensores asociados. 
дх) 0x1 y OX axt 
5 = 3k 
Pruebe que а) gj às ys Y b) g^ — 
Sea A” un campo vectorial. Encuentre el vector unitario correspondiente. 


Demuestre que los cosenos de los ángulos que forma el vector unitario tridimensional U' con las curvas co- 
О) U2 y U3 

мап s82 J/85. 

Determine los símbolos de Christoffel del primer y segundo tipo, en coordenadas: a) rectangulares, b) cilín- 

dricas y c) esféricas. 


ordenadas están dados por 








Determine los símbolos de Christoffel de los tipos primero y segundo, en coordenadas: a) cilíndricas parabó- 
licas y b) cilíndricas elípticas. 


Encuentre ecuaciones diferenciales para las geodésicas, en coordenadas: a) cilíndricas y b) esféricas. 
Demuestre que las geodésicas en un plano son líneas rectas. 
Pruebe que las geodésicas en una esfera son arcos de círculos máximos. 


Escriba los símbolos de Christoffel del segundo tipo para la métrica 





ds? = (dx! Y 4 [022 отау 
y las ecuaciones geodésicas correspondientes. 

Escriba la derivada covariante con respecto de x? de cada uno de los tensores siguientes: 
a) AF, b) Ao © Am а) АМ! woe) 
Encuentre la derivada covariante de: a) gA“, b) AIB; yc) SA; con respecto de х“. 


Use la relación A/ = gA, para obtener la derivada covariante de А” desde la derivada covariante de Aj. 


Suponga que Ф es un invariante. Pruebe que Ф „ = ® „p; es decir, el orden de diferenciación covariante de un 
invariante es irrelevante. 


Demuestre que e, y €”? son tensores covariante y contravariante, respectivamente. 


Exprese la divergencia de un vector A" en términos de sus componentes físicas, para coordenadas: a) cilíndri- 
cas parabólicas y b) paraboloides. 


Encuentre las componentes físicas de grad Ф en coordenadas: a) cilíndricas parabólicas y b) cilíndricas elíp- 
ticas. 


Determine V^ en coordenadas cilíndricas parabólicas. 


Con el empleo de notación tensorial, demuestre que: a) div rot А” = 0 y b) rot grad b = 0. 


8.145. 


8.146. 


8.147. 
8.148. 


8.149. 


8.150. 
8.151. 


8.152. 
8.153. 


8.154. 


8.155. 


8.156. 


8.157. 
8.158. 
8.159. 
8.160. 
8.161. 
8.162. 


8.163. 


8.164. 


PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


Calcule las derivadas intrínsecas de los campos tensoriales siguientes, con la suposición de que son funciones 
diferenciables de t: 
а)Аһ D)A*, c) АВ" у а) фА! , donde $ es un invariante. 
Encuentre la derivada intrínseca de a) ВАА“, b) A; y c) кб; Ар. 
d ÍA 
Demuestre que 7 (8%A,A¿) = 227A, —. 
dt дї 
Muestre que si no actúan fuerzas externas, una partícula con masa constante se mueve a Іо largo de una geo- 


désica dada por 
6 (ах? 
ыг -0 
ôs ( ds ) 


Pruebe que la suma y resta de dos tensores relativos de los mismos peso y tipo también son un tensor relativo 
del mismo peso y tipo. 





Suponga que А? es un tensor relativo de peso w. Pruebe que 27775474 es un tensor absoluto. 


Sea A(p, 4)В? = С, donde B7 es un tensor relativo arbitrario de peso w; y Cj, es un tensor relativo conoci- 


do de peso уг. Demuestre que A(p, q) es un tensor relativo de peso wz — у. Éste es un ejemplo de la ley del 
cociente para tensores relativos. 


Demuestre que la cantidad G(j, k) del problema resuelto 8.31 es un tensor relativo de peso dos. 


Encuentre las componentes físicas en coordenadas esféricas de: a) la velocidad y b) la aceleración de una 
partícula. 


Sean A” y В” dos vectores en el espacio tridimensional. Demuestre que si A y и son constantes, entonces 
C" = ЛА" + uB” es un vector que está en el plano de А” y B". ¿Cuál es la interpretación en un espacio de ma- 
yor dimensión? 


: 2 д 
Demuestre que un vector normal a la superficie dx, x?, х?) = constante está dado por А? = g^ - Encuen- 
tre la normal unitaria correspondiente. * 


La ecuación de continuidad está dada por У. (ov) + - = 0 donde des la densidad y v es la velocidad de un 
fluido. Exprese la ecuación en forma tensorial. 

Exprese la ecuación de continuidad en coordenadas: a) cilíndricas y b) esféricas. 

Exprese el teorema de Stokes en forma tensorial. 

Pruebe que el tensor de curvatura covariante А „у es simétrico oblicuo en: a) py q, Б) ry sy ce)qy s. 


Pruebe que Rpgrs = Rss. 





Demuestre que a) Кош + Rpsqr ЭР Rorsq =0 y b) Rpqrs | Raps | Кура | Крд = 0. 


Pruebe que Ја diferenciación covariante en un espacio euclidiano es conmutativa. Esto demuestra que el ten- 
sor de Riemann-Christoffel y el tensor de curvatura son iguales a cero en un espacio euclidiano. 


dx? ud . 
Sea T” = y el vector tangente a la curva C cuya ecuación es x? = x"(s), donde s es la longitud de arco. 
5 


oT? 1 614 
a) Demuestre que g,,T^T4 = 1. b) Pruebe que 5,7? P 0 lo que demuestra que N1 = « 5, ©з una nor- 
K OS 
ôN" 
mal unitaria a C para una к apropiada. c) Demuestre que EDS ortogonal a №. 


Con la notación del problema anterior, demuestre que: 


ӧ№ SN? 
а) 8pgT"N? =0, b) 81" => =—ко sum кт) = 0. 





1/6М" й "um : 
Lo que prueba que В”-- Ero + kT" | es un vector unitario para una т apropiada y ortogonal tanto a 7? 
como а №. Y 


€» CAPÍTULO 8 ANÁLISIS TENSORIAL 


8.165. 


8.166. 


8.167. 


Demuestre las fórmulas de Frenet-Serret: 


ST” б? SB? 
— = к№, = tB? — T?, —— = —тї\? 
Ós г á 98 ^ 
donde 7”, № y B" son los vectores unitarios tangente, normal y binormal a C, y ку топ la curvatura y torsión 


de C. 


Demuestre que ds? = c?(dx^y? — dx*dx* (N = 3) es invariante bajo la transformación lineal (afín): 


x! = ya! — vió), № = х, х = x, ї = (е — £s) 
donde y, B, c y v son constantes, 8 = v/c y у= (1 — B’). Ésta es la transformada de Lorentz, de la relati- 
vidad especial. Físicamente, un observador en el origen del sistema x' ve que un evento ocurre en la posición 
xl, 12, х? en el instante x, mientras que un observador en el origen del sistema х/ mira que el mismo evento 
sucede en la posición x, 22, x? en el instante x*. Se supone que: 1) en los dos sistemas coinciden los ejes х! 
y х', 2) los ejes positivos x? y x? son paralelos respectivamente a los ejes positivos X? y X^, 3) el sistema Х/ se 
mueve con una velocidad v relativa al sistema x' y 4) la velocidad de la luz, c, es constante. 


x 


Demuestre que para un observador fijo en el sistema x'(X'), una barra fija en el sistema х/х) que esté paralela 
al eje х!(х!) y que tenga una longitud L, en este sistema parece tener la longitud reducida L/1 — g?. Este 
fenómeno se llama contracción de Lorentz-Fitzgerald. 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


8.77. 


8.78. 


8.79. 


8.80. 


8.81. 


8.82. 


8.83. 


8.87. 


8.88. 
8.89. 
8.94. 
8.95. 


a) ay? b) AB; с) ABE d) 6 вд,М-4 y e) BY,N=2 


a) BA) + (BA) + СЛИ) b) AU BC, + A? B? C; + АВС + A? BC, 
aao дх/ д? ~ , 8i өх" 

дх'дх" дд" "aa" 

Elipse para N = 2, elipsoide para N = 3, hiperelipsoide para N = 4. 


| aux! + aix? = bi 





с) 


anx! + ах” = bz 





a ӨРӨӨ s 0 PAR өтөг _ a 
Dd. A ij O Co Lm 114 Бэ? ард, БУ 
а) А, a 0 В rajar 9 On ра Ст Y Ф А = Ан 


a) B(j, k, m) es un tensor de rango tres y es covariante de orden dos y contravariante de orden uno. Si puede 
escribirse como Вуд. 5) C( j, К, m, n) no es un tensor. 


4% = 1024 
a) 2рсов8 $ — zcos ф + р sen? $ cos? ф, —2p? sen $ cos ф + pz sen $ + p! sen $ cos? ф, pz sen ф 
b) 2rsen? 0cos? $ — rsen 0cos 0cos $ + r senf 0 sen? ф cos? ф + г? sen 0 соѕ2 0 sen Фф, 
212 sen Ө cos 0 cos? ф — r? cos? 0cos ф + r* sen? 0cos Ө sen? ф cos? ф — r sen? 0cos Өзеп ф, 
—2r sen? Өзеп $ cos ф +1? sen Өсов 0 sen ф + r* sen? Өзеп $ cos? ф 
и? + Зо, Зи — ирс, i? + uv — ? 
AB, b)AU, с), ам 8.98. Sí. 
No es un tensor. 8.100. a) 10, b)21 y с) NN + 1/2 
Rango tres y rango uno, respectivamente. 8.101. N(N — 1Y(N — 2)/6 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


AAA TAO „f 58 
94050) 8-1 | »-] 4 4; ЫЕ | 2-| 5 2 


3-1 3 1 1 —1 1 —4 6 
b)' S= 2 0 -2|, D= |—4 —4 6|, P= |-9 -7 10 1, 
-2 1 1 0 5 —3 9 9 —16 
1 8 —3 
О= 8 —16 11 
-2 10 —7 


3 -16 20 
8.108. а) [р Ed b) 9 163 —136 8.110. E 5 2| 
—61 -—135 132 


» d 1/3 1/3 0 
8.111. x=-1,y=3,2=2 8.112. a) | | b) |-5/3 1/3 1|.Sí 
0 1 


5/2 3/2 27 
ox! ox! ox 
ES al à ag 
А. Poco u^ 7! 
8.115. а) 13:| = шоог, A2 
A ox! ox? Әх? A 
d? o oe 
dx! 92 0 
al à? ae ox! дх! ax 
me Eme um ax ox! ахі a a a? 
Au An Ais ax! à? ae Au An Аз ox? oa! oa 
b [Ал A» Аз| “1-5 5 => Аз А» Аз pO шилэх 
Az Az Азз dx dv ах Азу As Аз dx dx x 
` al à? ae à)? o! ae 
d? oe? oe ox! ax? ae 
ox! ox! ax! ox! ox! ax! 
PUES MESS Cu mE ЭЗ ыр: исо сз 
ош c ua aps m 
2 «2 2| [lex ex ӨХ Au ur a à? ax? ac 
c) = T. TIla AA шаал гараг, 
Aj А; А; 1 2 Аз 
e А ox! àx2 a» АЗ АЗ АЗ ol a2 ae 
Aj А А; a? ө? e 172 73" [ахз a? a8 
ax! ag aeg ax! a? ae 


8.116. 1=4,-1 


1 
$e о 0] | ику ? ? 
8.119. a) 0 и? + y? 0 > 0 1 
0 0 1 и2 + y? 
0 0 1 
1 
2 2 2 2 2 0 0 
a (senh и + sen” v) 0 0 a? (senh* и + sen” у) 
b) 0 aX(senh?u + sev) 0|. 0 1 
0 0 1 a? (senl? и + sen? v) 
0 0 1 


4/3 0 | 


8.121. g —6, (g^) = k 1/2 0 


CAPÍTULO 8 ANÁLISIS TENSORIAL 





: : : АР АР 
8.123. a) Ам =&”/А4, b) AP" = gig" Ani, c) А = gyga.g A" 8.128. о 
Ј q Jq: pq PJöq l УАРА, \/&ьдАРАЧ 


8.130. a) Todos son cero. Р) [22,1] = —p, [12,2] = [21,2] = p. Todos los demás son cero. 
c) [22, 1] = ~r, [33, 1] = —rser? Ө, [33, 2] = —r? sen Өсоѕ Ө 


[21, 2] = [12, 2] = г, [31, 3] = [13, 3] = rse Ө 


[32, 3] = [23, 3] = г? sen 0 cos Ө. Todos los demás son cero. 


8.431. a) [11, 1] = u, [22,2] = v, [11, 2] = —v, [22, 1] = —u, 
[12,1] = [21, 1] = v, (21, 2] = [12 2] = и: 


1 e u 2 2 у 1 2 —u 2; 5 —y 
uj ær (22| er lo ано иј ижил 
1 1 2 2 
= =. > A . Todos los demás son cero. 
21 12 и +v’ 121 12 и? +v? 


b) [11,1] = 2a? senh и cosh u, [22, 2] = 2a? sen v cos у, [11, 2] = —2a? sen v cos v 








122, 1] = —2a? senh u cosh u, [12, 1] = [21, 1] = 2a? sen v созу, [21, 2] = [12, 2] = 2a? senh u cosh u 


1 . senhu coshu 2 senv cos у 1 . —senh u cosh u 
11 senh? u +sentv” | 22 22 


2 | —senvcosv 11 _ [1] |  senvcosv 
11 senh? u +sertv” |21 12 senh? u + ser? v’ 


2 2 senh u cosh u р 
= = . Todos los demás son cero. 
21 12 senh? и + sen? v 





— ^ > 
senh? u + sen? v senh? и + sen? v 














а dd? Фф 2dpd d 
8.132. a) Р (2) =o. Qa edped su dt и 


ds? ds d$? pds ds "ан 





2 dv? dp? 420 2drd0 афу 
b) E = (2) — r sen? 8 £) =0, + 4 sen 0 cos (25) -0 
s s 


ds ds ds? таза 
2 
d A ИОВ ы сока 000 а 
ds? rds ds ds ds 





1 2 
1|. xl 2| .]21. ш 2 [____Y_ Todos los demás son cero. 
2j (oj inj (47-02/7122| о оту 


Ax! dl dx? ? d à 2x! dx! dx? x dx? 
х =0, = 
ds? ds ds? (x Q2y ds ds QP — (х1)? Ха 





| n | ! 
8.136. а) АЙ = шэн | : jas + | d hr * | i | 








j дА! P 81) sl у |; j deus 
с) Akma = 2 E M li, z P" liL. = la Alas + qs Akim 


jkl : 
d) AM = дА)» 2) 8 АМ + 7 A% + k АМ + l AÏS 
m,q 0x1 mq 5 qs m qs m qs m 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 
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8.141. a) E КЕ TVA) +2 (ма + v2A J 2 
и? cvy 
1 ФА, 
5) — 535. NT + Ay) + 2 оме +A) - 
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1 9Ф od odo 
8.142. цо E z 
9) Vu? + у? ди Б A + y? ðv ° дг i 
1 odo odo odo 
a) e, + ej] + ez 
avsenh? и + sen? y N 94 dv д2 


donde e,, e, у e, son vectores unitarios en las direcciones en que se incrementan и, v y z, respectivamente. 
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8.156. — 0, donde v? son las componentes contravariantes de la velocidad. 
9x1 2g 0x1 ðt 
8.157. a) 7 ias г e ea 
. . а т-(0У (Су (Су 11-23 ET 
дф p дї 





д 2v! д 
b) a (ovs += So ) ean ул 2 + y cot 0) ta =0, donde v!, v? y у? son las componentes 
r r 


contravariantes de la velocidad. 


P ds ds 
C 5 


normal a la superficie 5, que tiene como frontera a С. 


4. EC TS 
8.158. Їл Y ds= - |е, гу, 45, donde D es el vector unitario tangente a la curva cerrada C y v? es el unitario 


A 

aceleración, 45 
centrípeta, 54, 62, 68 
de Coriolis, 68 

álgebra vectorial, 3 

análisis tensorial, 88, 189 

ángulo, 77 

antiderivada, 97 

área vectorial, 32 


B 
banda de Moebius, 119 
binormal, 56 


C 
cálculo de variaciones, 196 
campo escalar, 5 
campo 
fuente, 17, 142 
irrotacional, 85 
sumidero, 17, 142 
tensorial, 191 
vórtice, 85 
campo vectorial, 5-6 
conservativo, 87, 99 
solenoidal, 142 
cinemática, 49 
circulación, 98 
circuncentro, 41 
coeficientes métricos, 171 
combinación lineal, 4 
componentes, 4 


de un tensor mixto de segundo rango de un vector 


contravariante, 180 


componentes contravariantes, 158 
de un tensor de segundo rango, 191 


componentes covariantes, 158 


de un tensor de segundo rango, 191 


conjuntos recíprocos, 23 


contracción de Lorentz-Fitzgerald, 
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coordenadas 
bipolares, 162 
curvilíneas, 60, 157 
elipsoidales, 163 
esféricas, 160 
paraboloides, 161 
coordenadas cilíndricas, 160 
elípticas, 161 
parabólicas, 160-161 
coordenadas esferoidales 
achatadas, 162 
alargadas, 162 
cosenos directores, 25 
convención de suma, 190 
curva 
cerrada simple, 98 
binormal, 49 
en el espacio, 45 
normal principal, 49 


D 
delta de Kronecker, 91, 191 
densidad de carga, 147 
densidad de corriente, 147 
derivada 
covariante, 196 
intrínseca o absoluta, 197 
ordinaria, 44 
determinantes, 193 
díadas unitarias, 87 
diádica, 87 
diferencia de vectores, 2 
diferenciable de orden, 46 
difusividad, 148 
dinámica, 49 
divergencia, 70, 197 


E 

ecuación 
de continuidad, 81, 147 
de onda, 86 
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ecuaciones 

de Euler, 216 

de Maxwell, 86 

lagrangianas, 224 
eigenvalores, 227 
elemento de línea ds, 194 
energía cinética, 112 
energía potencial, 112 
escalar, 1, 6, 191 
espacio(s) 

euclidianos, 194 

N dimensional, 189 

riemanniano, 194 

vectorial, 3 


F 
factores de escala, 158 
fin del vector, 1 
forma 
cuadrática fundamental, 171 
métrica, 171, 194 
fórmulas de Frenet-Serret, 49 
fuerza 
central, 66, 102 
de la partícula, 222 
función 
diferenciable de orden, 46 
escalar continua, 46 
escalar de posición, 5 
vectorial continua, 46 
vectorial de posición, 5 


G 
geodésica, 196 
gradiente, 69, 197 


H 

hélice circular, 59 
hiperesfera, 199 
hiperplano, 199 
hipersuperficie, 199 


I 

índice libre, 190 

índice mudo, 190 

índice umbral, 190 

integral de línea, 98 

integral definida, 97 

integral indefinida, 97 

integrales de volumen o espaciales, 100 
invariante, 73, 191 

inversa, 193 


J 


jacobiano, 92 


L 
lagrangiano, 224 
laplaciano, 197 


ley 
de los cosenos, 42 
de los senos, 37 
del cociente, 205 
del paralelogramo, 7 


M 
matriz(ces), 88, 192 
columna, 192 
compatibles, 193 
identidad, 192 
nula, 192 
renglón, 192 
momento angular, 62 
multiplicación 
interna, 204 
por un escalar, 2 
multiplicador de Lagrange, 70 


N 

nabla, 69 

negativo, 1 

normal unitaria positiva, 61, 99 


O 

operaciones fundamentales con tensores, 
192 

operador laplaciano, 72 

origen, 1 

ortocentro, 41 

ortogonal, 60 


P 
plano basculante, 49 
plano normal, 49 
plano rectificador, 49 
potencial 
escalar, 87, 94, 99, 204 
vectorial, 94 
principio de Hamilton, 224 
producto(s) 
cruz, 22 
interno, 204 
punto, 21 
triples, 22 
punto inicial, 1 
puntos singulares, 164 


R 
radio 

de curvatura, 49 

de torsión, 49 

vector, 4 
región de conexión, 131 
resultante; véase suma de vectores 
rotación con traslación, 73 
rotación pura, 73 
rotacional, 71, 197 


S 
símbolos 
de Christoffel, 195 
de permutación, 197 
singular, 193 
sistema(s) 
diestro,4 
recíprocos, 23 
sistema de coordenadas 
de mano derecha, 3, 4 
ortogonal, 157 
toroidales, 162 
solenoidal, 81 
suma de vectores, 2 
superficie(s) 
de coordenadas, 157 
orientable y no orientable, 119 


T 
tensores asociados, 195 
tensor conjugado o recíproco, 194 
tensor contravariante de primer rango, 180, 190 
tensor covariante de primer rango, 190 
tensor de densidad, 198 
tensor de rango cero, 191 
tensor fundamental, 194 
tensor métrico, 194 
conjugado, 209 
tensor(es) 
asociados, 210 
cartesianos, 227 
de permutación, 197 
de Riemann-Christoffel, 225 
relativo de peso w, 198 
simétrico, 191 
simétrico oblicuo, 191 
teorema 
de Gauss, 126, 132, 145 
de Green, 127, 132 
de Hamilton y Cayley, 227 
de Stokes, 126, 131 
simétrico, 143 
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transformación 
afín, 73 
de coordenadas, 72, 157, 191 
ortogonal, 73 
transformada de Lorentz, 230 
triádicas, 88 
triedro, 49 
torsión, 49 
triedro móvil, 49 


V 

vector(es), 1, 6 
base, 9, 10 
cero, 2 


combinación lineal, 4 
componentes, 4, 9, 10 
constante arbitrario, 97 
contravariante, 190 
covariante, 190 

de posición, 4 
derivada ordinaria, 44 
diferencia de, 2 
espacio, 3, 6 

fin del, 1 

iguales, 1 

linealmente dependientes, 4 
linealmente independientes, 4 
nulo, 2 

origen de, 1 

propio, 2 

punto inicial, 1 

punto terminal, 1 
radio, 4 

resultante, 2 

suma de, 2 

término del, 1 
unitarios, 3 

unitarios básicos, 158 


velocidad, 45 


angular, 33 
superficial, 102 
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